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10. September 2009

Aufgabe 1
Es soll der betragsméfig grofite Eigenwert der Matrix
10 3 4
A=13 =20 6
4 6 40

bestimmt werden.

a) Zeigen Sie, dass die Vektoriteration nach von Mises mit Startvektor

A0=10
1
konvergiert.
Es darf vorausgesetzt werden, dass z(%) nicht senkrecht auf dem Eigenraum

zum betragsméikig grofiten Eigenwert steht.

b) Fiihren Sie mit 2(°) aus a) eine Iteration des Verfahren nach von Mises durch
und berechnen Sie daraus die Ndherung an den grofiten Eigenwert.

Losung

a) Wir schitzen die Eigenwerte mit Gershgorin-Kreisen ab. Da A symmetrisch
ist sind die Eigenwerte reell und somit erhalten wir Gershgorin-Intervalle
statt -Kreise:

Ky =[10-7,10+ 7] = [3,17]
Ky =[-20—-9,—20+9] = [-29, — 11]
K3 = [40 — 10,40 + 10] = [30,50]
Da K3 disjunkt zu K; U K5 liegt in K3 genau ein Eigenwert; alle anderen

liegen in K7 U Ks. Da die Werte im Intervall K3 betragsméfig am grofsten
sind liegt der betragsmabig grofte Eigenwert \; in K.

Nach Satz der Vorlesung folgt daraus, dass die von Mises-Iteration zum
betragsmifigen groften Eigenvektor konvergiert. Der zugehdrige Rayleigh-
Quotient konvergiert gegen den begtragsmafig grofiten Eigenwert.



b) Allgemein:
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Aufgabe 2
Gegeben seien die Funktionen:
3ox>1
fZR—>R, f(x):{m r =
0  sonst

22 ze[-1,1]
0  sonst

g:R—-R, g(w){

a) Welche dieser Funktionen sind Dichtefunktionen?

b) Wihlen Sie eine der Funktionen, die Dichtefunktion ist. Sei X eine Zufalls-
variable mit dieser Dichte. Berechnen Sie P(X > 2), P(X < 0) sowie E(X)
und Var(X).

Losung
a) Bedingung fiir eine Dichtefunktion f ist: f(z) > 0und [ f(z)dz =1.

Fiir f gilt: f(z) > 0.

[o0] oo

3 1o 1
/f(z)dm:/ﬁdx:—ﬁl :0—(_1):1
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Daraus folgt: f ist eine Dichtefunktion.
Fiir g gilt: g(z) > 0.

[e.°]

1
/g(ﬂc)dxz/xQdac:%ﬁl :1_(_1):27&1
21

Also ist g keine Dichtefunktion.
b) X habe Dichte f.

1)
/ F3 12 1
P(X>2)—1—/f(x) dle—/—dm:—xg 1=1—(—7+1):§
—0o0 - 1
2)
0
P(X <0) = F(0) = /f(x) de =0
3)
EX) = /wf(x)dx:/m-jdx—/%d ——%T— +§=g
4)
Var(X) = B(X?)  (B(X) = B(X?) - |
EX*) = [ 2 f(x)de= [2*—dr= [ Sdr=-=| =0+3=3
4 1/ x4 1/x2 xh
Also
Var(X):E(XQ)—%:ES—%:g
Aufgabe 3

Eine Maschine produziert Widersténde, wobei der Ohmsche Widerstand durch
eine normalverteilte Zufallsvariable modelliert wird.
Eine Stichprobe liefert die folgende Messreihe:

21 =99Q, 2 =103Q, x3=100Q, z4=102Q, 5= 1010



a) Berechne jeweils das Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert zum Niveau
1—a=0,7bzw. 1 —a=0,9.

b) Ist der Erwartungswert von X grofer als 10012, dann muss die Maschine
nachjustiert werden. Entscheiden Sie, welche der folgenden Aussagen mit
Ergebnissen aus a) folgen und begriinden Sie die Entscheidung;:

1) Mit Wahrscheinlichkeit > 0,7 muss die Maschine nachjustiert werden.
2) Mit Wahrscheinlichkeit > 0,9 muss die Maschine nachjustiert werden.

Losung

a) Da die Varianz unbekannt ist, ist das 1 — o Konfidenzintervall von der Form

_ S2 B S2
I'= | Xm) —th-1;1-% 7(:) s Xy Ftn-11-2 %

Es gilt n =5 und 75 = 2H103+10041024101 _ 17,

5
1 —
n=1

1
= (99 = 101) + (103 = 101)* + (100 — 101)*
+ (102 — 101) + (101 — 101)?)
_2
S 2

1—a=0,7:»a:0,3:>%:0,15:»1—%:0,85

5

Io7 = | 101 —t4.0,85 2101 + 140,85

2 ~ [100,1588, 101,8412]

Ut rolen

1—a=o,9:»1—%=0,95

1 1
[0’7 = l101 — t4;0’95 \/;,101 + t4;0795 \/g] ~ [99,49267 102,5074]



b) 1) Mit Wahrscheinlichkeit 0,7 liegt F(x) € Ip7 und Iy 7 enthdlt nur Werte
> 100. Damit gilt

P(Maschine muss nachjustiert werden)
= P(E(X) >100) > P(E(X) € Ipz
=0,7

und somit ist die Aussage 1) wahr.

2) Die Aussage 2) folgt nicht aus den Ergebnissen aus a), da Iy g auch Werte
kleiner als 100 enthélt.

Aufgabe 4

Gegeben ist das Anfangswertproblem:

y(t)=t-yt), y0)=1

S

t

Die exakte Losung ist y(t) = e=z.

a) Berechne jeweils mit dem expliziten Euler-Verfahren und dem modifizierten
Euler-Verfahren (= 2. Runge-Kutta-Verfahren 2. Ordnung) fiir die Schritt-
weite h = 1 Niherungen an y(1).

b) Beurteile die Qualitéit der erzielten Losungen und vergleiche daran die beiden
Verfahren.

c) Zeige, dass das modifizierte Euler-Verfahren konsistent von der Ordnung 2
ist. (Anmerkung: Aufgabenvarianten hierzu sind das Zeigen von A- und L-
Stabilitat.)

Losung
a) 1) Euler-Verfahren allgemein:
Ujp1 = Uj + hf(hj,Uj), t; =0 + jh

Hier: f(tj,uj) = tj’LLj.
Also ist das Euler-Verfahren in diesem Fall von der Form:

Ujt1 = Uj + htjuj = (1 + htj)Uj
Die Naherungen berechnen sich zu
UO=y<0):1, h:*, tOZO
up = (14+0)ug=up =1
11
uz:(1+§~§)u1:1,25~1:1,25

Das explizite Euler-Verfahren liefert also die N&dherung us = 1,25 fiir y(1).



2) Modizifiertes Euler-Verfahren allgemein:

h h
Ujt1 = Uj + hf(tj + §,Uj + §f(tj7uj))

Hier: f(tj,uj) = tjUj.

h h
uj+1 = Uy +h(ty + 5) - (w5 + Stjuy)

= w1+ bty + 51+ 5t))

2
h 2,
1
tOZO, U0:1, hii

1,1 9
ulf(1+§(Z+0+0+0))u0—§f1,125
1,11 1 1 1
=(1+=(-4=4—-=4+=---))-1,125=1
ug (+2(4+2+16 5+ 3 4)) ,125 = 1,5996

2
b) Mit der exakten Losung eT ergibt sich

1 1
Yy = y(i) =es ~1,1331

y2 =y(1) = e? = 1,6487
Euler: uq = 1,us = 1,125
Mod. Euler: uy = 1,125,us = 1,5996

Man sieht sofort, dass die Fehler (y; —u1) und (y2 — uz) fiir das modifizierte
Euler-Verfahren viel geringer sind.

c¢) 1. Variante: Schreibe Verfahren als zweistufige Runge-Kutta-Verfahren und
priife Konsistenzbedingungen aus dem Satz der Vorlesung iiber Konsistenz-
ordnung fiir Runge-Kutta-Verfahren.

2. Variante: Taylorentwicklung liefert:
1
y(t+h) —y(t) =y (Oh+ Sy (R + O(?)

Zudem gilt

y'(t) = (/1) = (fty®) = felty(®) + £y (ty(t) - ' (t)
= fult,y(@®) + fy Ly () - f(ty(D))



Also ergibt sich

LR =V 1y (0) + 5 (£t + Fylt(0) - Ft0(0) bt 00

Der Konsistenzfehler berechnet sich mit

y(t+h) —y@®)

T(t,h) = Y

(L) h)]

Die Verfahrensfunktion fiir das modifizierte Eulerverfahren lautet

@(ty(0:h) = 1(1+ 2 90+ 2ra)
T Fby(0) + 5 Filb() + 5 Fy(t(0) - F(E(0) + O02)

= J(t90) + 5 (AE00) + Fy Ly () -+ O0)
Eingesetzt in die Formel fiir den Konsistenzfehler ergibt sich
r(th) = \f(t,ya)) 45 () + 160 - Fty(0))h+OW?)

- [rteao) + 3 (Rteatn + £eso)- reaon)n+ 00|
= O(h?)

Also ist das Verfahren konsistent von der Ordnung 2.



