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Kapitel 1

Taylor- und Fourierreihen

1.1 Folgen und Reihen von Funktionen
1.1.1 Definition
Sei M eine Menge von Funktionen von D (C R) nach R:

i) f:N— M heifit Folge in M.

ii) Ist f(n)nen eine Folge in M, so heifit s, (x) = > fi(z) n-te Partialsumme.
k=0

Beachte: s, ist eine Funktion von D nach R. (s, )nen ist die Reihe zu (fy,).

1.1.2 Definition (Punktweise Konvergenz)

i) Die Funktionsfolge (f,,)nen heifit auf D punktweise konvergent, falls fiir alle
x € D der Grenzwert lim f,(x) existiert.

f D — R heiit punktweiser Grenzwert, falls
Vo € DVe >03N € NVk > N|f(z) — fr(z)| <e

f heiBt Grenzfunktion der Folge (fy)

o0
ii) Die Funktionsreihe > f, konvergiert punktweise auf D, wenn die Folge
n=0
(spn) der Partialsummen punktweise konvergiert.

oo
an = lim s, = g
n—oo

n=0

o0
g ist Summe von > f,
n=0



Beispiel

D=1[0,1,f,:D—>Rz—z"

z<1l:limz"=0

rz=1:1m 1" =1
Grenzfunktion:
0 z<1
€Tr) =
(@) {1 e

(nicht stetig, obwohl alle f,, stetig)

> > L firo<z<l1
f(z) = a" = {lz _

00 firx=1

1.1.3 Definition (Gleichmiflige Konvergenz)
Die Funktionsfolge (f,) konvergiert gleichmifig gegen f: D — R, wenn

Ve >03dN e NVn > NVz e D|f(z) — fulz)| <e

Wir schreiben: (f,) —
gleichméBig
Anmerkung:

Vo € D[f(z) = fa(z)] <& < sup |f (@) = fu(x)| < e

Aus gleichmdajiger Konvergenz folgt punktweise Konvergenz.

o0

Die Funktionsreihe Y f, konvergiert gleichméflig gegen g : D — R, wenn die
n=0

Folge (s, )nen der Partialsummen gleichméBig gegen g konvergiert.

n

V5>OEINENVnZNVx€D|g(x)—ka(a:)|<6

Bemerkung

(fn) fo Afall =[£I wobei [lg]| = sup | f()]
zeD

—
gleichméBig
Beispiel

D =10,1], fo(x) = 2™(n € N)
(fn) konvergiert punktweise, aber nicht gleichmiifig
Nicht gleichméfiig: 3¢ >0VN € N3n > N 3z € D|f(z) — fo(z)| > ¢



-
3
I
=

Wahle € = %; sei N € N fix, aber beliebig; setze = := —

S

fu(z) =

>

N =
N —
N —

~—~

— [ f(@) =fu(2)] =
0

(da f(x) entweder = 0 oder = 1)

1.1.4 Satz
Sei (f,) eine Folge von R-wertigen Funktionen auf D C R und (¢,) eine Folge
in RY, so dass Y ¢, existiert und  ||f,|| < ¢, fiir alle n € N.

n=0

VzeD|fn(z)|<cyn

Dann konvergiert die Reihe Y f,, gleichmifig.

n=0

Beweis

n n n
Isnll = | ka” < Z 17l < ch konvergiert
k=0 k=0 k=0

Beispiel
o fulz) =222 D =R

[full € 53¢ = 233 2 konvergiert

— > fn konvergiert gleichmiifig

n=0
e D=[—-a,a;0<a<1;f(z)=2"(ze D)
|fu(z)| < a™ Vo € D

o0
[fallp < a™ 3 a™ = 14
n=0

also konvergiert f,, auf [—a,a] gleichmiBig gegen 0.

1.1.5 Satz

Wenn alle f,, : D — R stetig sind und (f,,) auf D gleichmiflig gegen f : D — R
konvergiert, so ist auch die Grenzfunktion f stetig.
Wenn > f,, gleichmiflig gegen g konvergiert, so ist auch g stetig.

Bemerkung

n
Sp = ,;)fk stetig, (sn) o 9 =9 stetig



1.1.6 Satz
Sei D = [a,b] und (f,) Folge von stetigen Funktionen auf D.

b

b
() e £t [ oty do= [ f@)do= [ i fo(o)do

a

b

a

(d.h. Limesbildung und Integration sind austauschbar)

- o b b b oo
Wenn nz_%fnﬁg:;/fn(x) dxz/g(x) dxz/nz_%fn(x) dz

Beispiel

D =[0,1]; fu(x) = 2nz - e~
Fiir z € D gilt
. na? . 2 et
lim —s =0 lim nx® =ocound lim — = oo

2
n—oo e n— oo u—00 1

Also auch lim 2nz -e~"®" =0

n—oo

Also (fn) — 0
punktweise

1

1
/fn(ﬂc) dr = /Qn;v e dy = —e 7
0

0

aber [limf, = [0=0#1= lim [ f,
also: wegen Satz 6 konvergiert (f,,) nicht gleichméBig.

Beispiel
Auf [0,0a] (0 < a < 1) konvergiert die Funktionenreihe ) z™ gleichmiflig gegen
1 "
l—x°
Sie konvergiert gleichmiflig weil > a™ konvergent ist.
a 1 a 00 . 0o a . 00 an+1
—1n(1—a):/1_xdx:/2x deaTZGZ/x dxzzn+1
0 o n=0 n=07 n=0
Also ist In(1 —a) = > *77_:;1 (fir0<a<1)

In der Ubung zu zeigen fiir |a| < 1.



1.1.7 Satz

Sei (fy) eine Folge differenzierbarer Funktionen auf einem Intervall I mit der

Eigenschaft (f,) —
punktweise

i) Wenn die Folge der Ableitungen (f}) auf I gleichmiiflig konvergiert, dann

ist f differenzierbar und f'(z) = lim f/(x)

ii) In der Reihe Y f, seien die f, stetig differenzierbar auf einem Intervall
n=0

I und sei g die Grenzfunktion. Wenn die Reihe > f/ auf I gleichméBig
n=0

konvergiert, so ist die Summe ¢ auf I differenzierbar und es gilt ¢'(x) =

SRAC)
n=0

Beispiel
fulz) = % Dann (f,) — 0.
glm.

f1(2) = neosn?a. |f4(m)] = n
Also divergiert f/ (7).

1.2 Potenzreihen (,,unendliche Polynome*)

1.2.1 Definition

Ist (an)nen eine Folge reeller Zahlen und zy € R, so heift

Z an(z — 29)" (z € R)

n=0

Potenzreihe mit Enwicklungspunkt x,

Beispiel

n

1. exp(z) = > &
n=0

0 n
2 32
n=0
o0
3. > nla™
n=0

1.2.2 Satz (Konvergenzradius)

o0
i) Ist die Reihe Y a,z™ konvergent fiir ein r mit |r| > 0, so konvergiert die
n=0
Reihe absolut fiir alle z € R mit |z| < |r|.

ii) Wenn die Reihe fiir ein 7 € R mit » > 0 divergiert, so auch fiir alle z € R
mit |z| > |r].



Beispiel

o0
Die Potenzreihe > £

n
n=0
e konvergiert fiir || <1
o divergiert fir |z| > 1

e konvergiert fiir + = —1 (da die alternierende harmonische Reihe konver-
giert)

o divergiert fiir x = 1 (da die harmonische Reihe divergiert)

Definition

0 > 0 heifit Konvergenzradius von > a,z™ gdw. die Reihe fiir |z| < o konvergiert
und fiir |z| > o divergiert

1.2.3 Quotientenkriterium

Sei a,, # 0 fiir n > ng. Wenn lim \aail | =b € [0,00[, dann ist b der Konver-
n—oo 9n
genzradius von Y a,x"

Beispiel

1. lim ("+ = lim n+ 1= oo, also hat Z den Konvergenzradius oo

n—oo n—oo n=0
1

2. lim —2 = lim "T =1, also hat Z " den Konvergenzradius 1
n—0o0 ntl n—oo

3. nlin;o (n+1)' = nlirrgo m = 0, also divergiert > nlz™ fiir alle z # 0
s} n

4. 3 (2" + 2™ lim G2 = 5, Konvergenzradius: 3
n=0 n—oo

N[

n,n. o 1 2" a1l 1 L
5. > 2™ nan;O SaFT = lﬁg 5 = 5, Konvergenzradius:

1.2.4 Wurzelkriterium
Sei

¢ = limsup V/|a,| = hm sup Y |a|

n—oo
Dann ist der Konvergenzradius > a,z™ gegeben durch
e p=o00 wenn c =0
1

e p=:wenn 0 <c¢<oo

e o=0 wenn c =00

10



1.2.5 Satz (Rechenregeln fiir Potenzreihen)

Seien Y a,a™ und Y b, 2™ Potenzreihen mit Konvergenzradien g, und g;. Dann
gilt fiir |x| < min(g,, op), dass

1) Y apz™ £> bpx™ =D (an £ by)z"™
ii) (Z ana:") . (Z bnx”) = > cpa”
n=0 n=0 n=0

n

wobel ¢, = > akbn—g. (Cauchy-Produkt)
k=0

1.2.6 Satz

Sei > anz™ eine Potenzreihe mit Konvergenzradius o (> 0) und

fil-oo=Riz— ) aua"

n=0

i) Dann ist f differenzierbar und f'(z) = > (n+1)ap412" fiir alle €] —p, o[

n=0
[&.°]
und der Konvergenzradius von > (n + 1)a,412™ ist wiederum p.
n=0

ii) f ist auf jedem Intervall [a,b] C] — o, o] integrierbar (da stetig) und es gilt

z > n S TP 2 apaz”t!
Jf@) dt = Eofant dt = ) 2t fiir alle |2] < ¢ und Zo nt— hat
a n=0aqa n= n—

wiederum den Konvergenzradius g.

Beispiel
Fiir [z < 1 gilt f(z) = & = > 2™; wegen Satz 6.1 gilt:
n=0
1 oo o
_p! _ n—1 __ n

Wegen Satz 5.1 gilt nun fiir |z| < 1, dass:

o0 S e} oo
Z na" atz 5.1 Z(n + D)z" — Z "
n=0

n=0 n=0
1 1
T (1-2)? l1-=z
1-(1-x)
T (1-ap

1-a)?

11



1.3 Taylorreihen
1.3.1 Satz

Sei f auf einem Intervall I (n+1)-mal stetig differenzierbar.
Dann gilt fiir z,z¢ € I:

) (
flx)= Z ! mo (@ —20)F + Ry (z,20)

wobei Restglied Ry, (x,x0) = 2 f(a? — )" fHN () at

xo
Bemerkung

Offenbar, wenn lim R, (z,z9) = 0, dann f(z) = Y %x’ﬂ d.h. die Tay-
n—0o0 n=0 '
lorreihe fiir f konvergiert an der Stelle = gegen f(x).

Bemerkung

Restglied nach Lagrange: 30 < 0 < 1: R, (z,x¢) = f(nﬂ)(@’jf)(t 20)) (g — ;)"

Restglied nach Cauchy: 30 < § < 1: R, (z,2z0) = f(nﬂ)(%w(z 20)) (1 — gy (x —
xo)n+1

Beispiel

f(z) =sinz
f'(z) = cosz, f"(x) = —sinz, fO(z) = —cosz, fP(z) = sinz
FE(0) = 0, FED(0) = (-1)"

n “+1
2k+1
+R 0
];) 2k: i 1) Boni1(2,0)
S

(Lagrangesche Restgliedabschitzung)

1.4 Fourierreihen

Eine Funktion f : R — R heifit 27-periodisch, falls f(z) = f(x + 27) Vz € R
Beispiele:

e sin, cos, sin(3z), cos(27x)

o Konstante Funktionen

o W4 Z (an cos(nz) + by sin(nx))

Idee: f(z) = % + i::(an cos(nz) + by sin(nz))

12



1.4.1 Definition (Fourierreihe und -koeffizienten)

Sei f auf [0, 27] integrierbar.

2m
1
an = — [ f(t)cos(nt) dt
w/

2w

by, = %/f(t) sin(nt) dt

0

FR(f)(z) = % + Z(an cos(nx) + by, sin(nzx))

n=1

an, by, heiflen Fourierkoeffizienten, FR(f)(x) heiit Fourierreihe.

Bemerkung

Im Allgemeinen braucht FR(f)(z) nicht (punktweise) zu konvergieren und f(x)
kann verschieden von FR(f)(z) sein.

1.4.2 Definition (Stiickweise stetige Differenzierbarkeit)

Eine Funktion f : [a,b] — R heifit stiickweise stetig differenzierbar, falls es eine
Unterteilung a = a9 < a1 < ... < a, = b gibt, so dass die Einschrankung auf
lak, ag41[ jeweils stetig differenzierbar ist.

1.4.3 Satz

Sei f: R — R 27-periodisch und stetig differenzierbar auf [0, 27].
Dann konvergiert die Fourierreihe (punktweise) fiir alle z € R und es gilt

flzy) + flz-)

FR(f)(x) = 1
wobei f(ry) = lim_ f(t) und f(o-) = lim_ f(t)
Bemerkung

Ist f stetig, dann FR(f)(z) = f(x).

Beispiel
h O<o<m

flz)=<—-h w<z<2m
0 =xze{0,m 27}

13



Abbildung 1.1: 2m-periodische Funktion f(z)

Bestimmung der Koeffizienten a,,:

2
1
ap = — /f(t) cos(nt) dt
T
0
™ 27
1 1
=— /hcos(nt) dt — — /hcos(nt) dt
T T
0 ™
2m
h
7/ cos(nt) dt — f/cos(nt) dt
T
0 ™

™

/cos (nt) dt — f/ cos(n(t+m)) dt
0

0 =cos(nt+nz)=cos(nt)

su@

(da (+sin(nt))’ = cos(nt))

2m
1
b, =— [ f(t)sin(nt) dt
-/

™ 27
1 1
— /hsin(nt) dt — f/hsin(nt) dt
7T ™

0 T

= ... (analog) ...

= i(— cos(nm) + cos(0) + cos(2nm) — cos(nm))
nm

_J0  ngerade (cos(nm) = 1, cos(2nm) = 1)

B 4h 1 ungerade (cos(nm) = —1, cos(2nm) = 1)

(da (=t cos(nt))’" = sin(nt))

1.4.4 Gibbssches Phinomen

An der Sprungstelle schieflen die Approximationen auch in kleinen Umgebungen
iiber halbe Sprunghéhen hinaus.

14



Abbildung 1.2: Gibbssches Phdnomen

1.4.5 Fourierreihen fiir 27-periodische Fkt f: R — C

FR(f)(x) - i Cneinz - nh—{r;o i Cne””’

n=-—oo k=—n

2
mit ¢, = 5= [ f(t)e ™ dt
0

(oft einfacher zu berechnen)

1.4.6 Rechenvereinfachungen
o f gerade: f(z) = f(—z) =0, =0
e f ungerade: f(z) = —f(—z) = a, =0

Beispiel
T 0<zx<m
f(z) =
2 —x w<x <27
f T T T T T T
-2n -1 0 T 27 3n 4n

Abbildung 1.3: 27-periodische Funktion f(z)

f(z) := |z| auf dem Intervall —7m < x < . Also ist f gerade und somit b,, = 0.

2 [ 2 [
aO:f/f(x)COSOxdx:f/xdx:flzw
™ T2
0

™
0

15



27

1/f(x)cosm: dx

™
0

T

ap =

= — [ zcosnzx dzx
T
0

part. Integr. 2 [ xsinnx

/ sin nx

T
0
_ 2cosnx |*=T
1 n? la=o
_ fngﬂ n ungerade
~]o n gerade
T 2 cos3xr  cosbx cos(2n + 1)z
FR(f)(2) = 5—— (COSI+ 3 T s T > = ***ZT
Konvergiert gleichmiflig auf R, da > # konvergiert.
n=1
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Kapitel 2

Lineare Algebra

2.1 Vektoren und Geraden in R? (Kap. 7)

R™ (n € N) bezeichnet den n-dimensionalen euklidischen Raum.

i
I
X

Abbildung 2.1: Punkt im R2

x heiflt Abszisse, y heifit Ordinate von P.

()~ () ()
Y r-sing sin ¢

heiflt Polardarstellung von P.

= VAT

tangp:% (x #0)
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v
rEy =g (y >0,z =0)

3T
=y 9= (y <0,2=0)

r =0, p beliebig ( 8 )

2.1.1 Definition (Gerade)

Eine Gerade ist eine Menge {( ; ) € R2|Az + By = C} wobei A # 0 oder
B # 0. A und B heiflen Koeffizienten.

Bemerkung
° WennB;éO:y:—%x—ﬁ—%,wenn/l#():x:—%y—k%

e Wenn A # 0, so hat Az + ABy = AC die selbe Losungsmenge wie Ax +
By =~C.

e Man kann stets eine kanonische Form dieser Beschreibung angeben: die
sogenannte Hessesche Normalform.

()

Abbildung 2.2: Hessesche Normalform einer Geraden

a=p+ g (Richtung der Geraden)

18



Yy —yo = tana(z —x9) & cosa (y —yo) = sina (v — o)
=—sing =cos 8
s cosf-(x—xo)+sinf-(y—yo) =0
S cosfBrx+sinfB-y=cosf-xg+sinfb-yy=d

(cos2 B-d+sin2 8.d)
zro=cos 3-d yo=sin3-b

Scosfrx+sinf-y=d

2.1.2 Satz

Die Hessesche Normalform der Geradengleichung Ax + By = C erhélt man
durch Multiplikation mit der Zahl

\ ﬁ wenn C >0
o —\/ﬁ wenn C' <0

Das heifit, es gilt cos § = AA,sin 8 = AB,d = \C.

Bemerkung

tana:—% = —cotf

2.1.3 Definition (Vektor)
Ein Vektor ¥ in R? ist eine Klasse von Strecken mit gleicher Richtung und

- Vg

gleicher Liange. Er wird durch ein Paar reeller Zahlen v = v > (z- und
Y
y-Komponente von ¥) oder alternativ durch Strecken mit beliebigem Anfangs-

punkt (zo,y0) und Endpunkt (zo + v, y0 + vy) dargestellt.

Notation

T
(v, vy)T = ( Ve ), ( Ve ) = (vg, vy) (T steht fiir Transponieren)
Uy Uy

Rechenoperationen und -regeln fiir Vektoren in R?
Sei U = ( U ) und U = ( Va >
Uy Uy

U+T = ( Uy £ Vg ) (Vektoraddition)
Uy vy

Wenn A € R (d.h. A ist ein Skalar)

AU = ( Atz ) (Streckung um Faktor \)
Ay

Fir A = 0 erhalten wir den Nullvektor 6 = < 8 > =0-u.

19



A (T+T)= AT+ AT
T-T=T+(-1) T

Euklidische Linge

Euklidische Linge von ¥ : |U| = \/m

U,

Abbildung 2.4: Euklidische Lénge eines Vektors
Es gilt:
|
|

+ 7|

IN

2| + | 7] (Dreiecksungleichung)

| — |7

§¢ =)
@¢ <)

v

|
Vektoren der Lénge 1 heien Einheitsvektoren (allgemeine Form: < Z?ﬁg >)

20



Koordinateneinheitsvektoren

a-(4)- ()

Jeder Vektor ¥ lisst sich eindeutig darstellen als @ = A1 - €1 + Ao - 5. Eindeutig
bedeutet:

U= )\16_1)4-/\28_2) <:>)\1:um/\)\2:uy
—_—

Linearkombination

Skalarprodukt

U-U=|d|-|V]cosa

<y

N
cos vl

Abbildung 2.5: Skalarprodukt

—
sin ¢
> cos
ves < sin ¢ >
r,s >0

U-T=r-5-cos(p — )
=r-5-(cost - cos(—p) —sin®y - sin(—y)
\w—/
—sing
=7r-5-(cosp-cos + sinpsini))
=rcosy-s-cosY+r-sinp-s-siny
—— —— —— Y—(—

Uy Vg Uy Vy

2.1.4 Satz

- —
U -V = UpUyp + UyVy

21



<y

=1

?)

Abbildung 2.6: Winkel im Skalarprodukt

Rechenregeln fiir Skalarprodukt

U-Uv=7-4
(C+?) =0 -W+7v -0
AN@)-T=Xx-(T-T)=u-(\-7)

Wenn « der von @ und U eingeschlossene Winkel ist:
—> —

Ug Vg + Uy Uy

AT Jaa a2 + o))

Seien ¥, ¥ # 0. Dann gilt

% -7 =0« U und U stehen senkrecht aufeinander
|| - |V| < @ und U zeigen in die gleiche Richtung
[T |7|-|V| & @ und U zeigen in entgegengesetzte Richtung

(csa=-1lsa=m)

Vektorielle Darstellung von Geraden

Gerade in Parameterdarstellung:

—

T = &1 - t (A eR)
N o~~~
Punkt auf der Geraden Richtungsvektor

22



Seirg =71+ Ao - e orthogonal zu T

L =08m T+ -t -L=0& )=

> >
d=ren

I

Sy
i 1)
a2

Abbildung 2.7: Vektorielle Darstellung von Geraden

> TO .

n = ﬁ heiit Normalenvektor der Geraden
To

d = |rg]

ro=d-m

Hessesche Normalform der Gerade:

(F—i)-R=7-T-d=0

=

d.h.

=

3|
Il
a

=4

N
n

\ =
- \"
w

Abbildung 2.8: Abstdnde von Punkten im Verhéltnis zu einer Geraden
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d (@ auf der anderen Seite der G. vom Ursprung aus gesehen)
d (@ auf dieser Seite der Geraden vom Ursprung aus gesehen)
d

(U auf der Geraden)

(siehe Abbildung

2.2 Vektoren, Geraden und Ebenen im R?
2.2.1 Definition (Ebene und Gerade)

Eine Ebene ist die Menge aller (z,v,2) € R?, so dass
Ax+By+Cz=D

wobei nicht alle A, B, C gleich 0 sind.
Die Losungsmenge éndert sich nicht, wenn wir die Gleichung mit A # 0 multi-
plizieren.
Eine Gerade ist der Schnitt zweier Ebenen

Ar+By+Cz=D

Az + By +Cz=D
wobei kein A existiert mit (A, B,C) = A\(4, B, C) (d.h. die beiden Ebenen sind
nicht parallel).

2.2.2 Definition (Vektor)

Ein Vektor in R3 ist eine Klasse von Strecken gleicher Linge und gleicher Rich-
tung. Er wird durch ein Tripel

Uy
- J—
u=| uy
Uy
reeller Zahlen angegeben. u,, u,, u, sind die Komponenten von . Dieses Tripel

reprisentiert Strecken mit beliebigem Anfangspunkt (z, yo, 20) und Endpunkt
(To + Uz, Yo + Uy, 20 + us).

2.2.3 Rechenoperationen im R3

Ahnlich wie im R? definiert man:
Uy + Vg
= Uy + Uy
Uy + UV,
A Uy
o \-uU = AUy
AUy

24



2
7 = 2 2 2 — 2 2 2
o |u| =, /uz+uy+u = (MU +u) +u
‘ | x v ? Buklid. Norm von @ \/ x v #

Uy

MX
Abbildung 2.9: Berechnung der Eukl. Norm von u (blau)

Die drei Basisvektoren sind:

1 0 0
e1=10 =1 =10
0 0 1

Allgemein sind die Basisvektoren im n-dimensionalen Raum:

= 1 wenni=j

€e;); = 6 . =

(e * {O sonst

Ein Vektor ldsst sich demnach auch wie folgt darstellen:
a):uxff_l)+uy(3_2>+uz‘3_{3)

Diese Darstellung ist eindeutig, d.h.

U:A1Q+Age‘2’+)\3€§:>ux:)\1/\uy:)\2/\uz:)\3

Skalarprodukt

w0 =] |V cosa

wobei a der von den Vektoren % und U eingeschlossene Winkel ist.

2.2.4 Satz (Skalarprodukt)

— —
UV =Up Vg + Uy Vy + Uy -V,

- -

u-v

COS ¥ = "5 =
] - |V

25



=y

h=b sin o
b/\n .
F=ab sin o

a

2.2.5 Spat- und Vektorprodukt

Die Fliche des von ¥ und @ aufgespannten Parallelogramms berechnet sich:

|Fz.z| =|7||@] sina

Fiir ¥, @ in R3 sei 7 derjenige Vektor, so dass
e || =1, d.h. der Vektor ist normiert
e 7 ist senkrecht auf ¥ und W

—>

U,w, ) ist ein Rechtssystem

-
w
-
n
-
1%

—~

Vektorprodukt
TxT=|F| 7

2.2.6 Satz (Rechenregeln)
Es gelten die Rechenregeln



o (T+W)xu=(

Uberdies gilt

—> — —
® €] X ey =¢€3
— — —
® ¢o X €3 =¢€1
—> —> —>
® c3 X €1 = €2

Abbildung 2.10: Die drei Einheitsvektoren im R3

2.2.7 Satz (Vektorprodukt)

Uy Vg UyUy — U Vy
— —
UXT =] uy X Uy = | u,v, — uzv,
U, v, UgVy — Uy Uy
Beweis

— — — — — — — —
U XU = (ug-€ +Uy-€+u;-e3) X (vye] + vyéz + v.€3)

pa
=uy - (61 X V) +uy-(e2 X V) +u,-(e3 x V)
= Uy - (Vg - (87 X &) +uy, - (&1 X &) 4v. - (€] x &3))
—— N—— A/—/
(0,0,0)T é3 —é3
+uy - (v (€2 X €1) +uy - (€3 X €3) +v, - (é2 X €3))
—— —— N——
—e3 (0,0,0)T er
+uy - (Uw : (e_;):x 6_1))—|—Uy : (e_3’>< 6_2>)+Uz : (e_?:X 8_3)))
N—— N—— N——
&3 —é1 (0,0,0)T

— —> —> — — —
= UgVy€3 — UgVz€2 — UyVg €3 + UyVz €1 + UL V€2 — UL Vyeq
UyVy — U Uy
= Uz Vg — Ug Uy
UgVy — Uy Uy
Der Inhalt der von den Vektoren ¥ und U aufgespannten Fliche Fg 7 lisst
sich wie folgt berechnen:

|Fa.z| =4 x V| = \/(uyvz — u0y)? + UV — Uzvy)? + (UgpUy — Uy, )2
Man rechnet leicht nach, dass

Tx (T @) =(T-B)-T—(T-7) -0
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2.2.8 Spatprodukt bzw. Determinante

—>

ist das Volumen des durch %, ¥, W aufgespannten Spats.

Dieses notiert man oft in der Form:
Uy Vg Wg
— —> —>
[W,7,0] = |uy vy wy
Uy UV Wy

2.2.9 Satz (Spat)

- = —
(U, U, W] = UgUyW, + Uyl Wg + U Vg Wy — UV Wy — Uy Vg Wy — Uz UyWy

Bemerkung

Diese Operation ist in jeder Komponente linear.

2.2.10 Vektorielle Darstellung von Ebenen und Geraden
Satz

Sei 77 ein Ortsvektor und s, I 2 0 nicht-parallele Vektoren. Dann ist durch
{(F+AT+ul|\pueR)}

eine Ebene im R3 in Parameterform gegeben.
Zur Hesseschen Normalform dieser Ebene gelangt man durch

Txt=N=Ae +Be; +Cé&
N 1 -
— ==+ N
+|N| VA? + B? + C?
(7 hat die Lénge 1)
Wir wihlen das Vorzeichen so, dass d := 77 - 17 > 0.

—
n =
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T-m=d (Hessesche Normalform der Ebene)

7 ist Normalenvektor auf die Ebene, “der in Richtung von 77 zeigt.” d ist der
Abstand der Ebene zum Ursprung.

2.2.11 Abstand zweier windschiefer Geraden
Gegeben seien zwei windschiefe Geraden:

g1:7T1 + AT
go T3+t

. —> . g
Man berechnet einen zu s und ¢ normalen und normierten Vektor [ :

77 T xt
T3 x L

Der Abstand der beiden Geraden berechnet sich wie folgt:

dg1,9:) = | T - (-7
N—————

—
-l

7

el

T. 7r; ist der Abstand von 7; zur Ebene durch den Ursprung, die zu beiden
Geraden parallel ist.

2.3 Vektorrdume (lineare Riume) iiber R (bzw.

C)
2.3.1 Definition (Vektorraum)

Ein Vektorraum (linearer Raum) iiber f& ist eine Menge V' zusammen mit Ab-
bildungen——|——:V><V—>Vund—-—:]§><V—>V,sodass

1. u+ v =0+ u (Kommutativgesetz)

2. (u+v)+w=1u+ (v+w) (Assoziativgesetz)

3. es existiert (genau) ein 0 € Vmit 0+u=u=u+0firalleueV
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4. zu jedem u € V existiert (genau) ein —u € V mit v+ (—u) =0

ot

a-(u+v)=a -u+a-v (1. Distributivgesetz)
6. (a+0) - u=a-u+g-u (2. Distributivgesetz)
7. (af) u=a-(6-u)
8. 1l-u=u
Die Punkte 1 bis 4 besagen, dass (V, +) eine abelsche Géuppe ist.

Die Elemente aus V heiflen Vektoren, die Elemente aus R heiflen Skalare.

Vektoraddition und Skalarmultiplikation

Uq U1
U= : v =
Up Un
Uy + vy Aug
u+v= Au=
Un, + Up, Ay,

2.3.2 Definition (Untervektorraum)

Sei V ein Vektorraum. Ein Untervektorraum (linearer Unter- (bzw. Teil-) Raum)

ist eine Menge U C V, so dass u1,...,un € V = ajuy + ... + apu, € U. Das
heifit, U ist unter Linearkombinationen abgeschlossen. (Fiir n = 0 erhalten wir
0el)

Aquivalent sind die Bedingungen: 0 € U, u,v € U = au+ v € U.

2.3.3 Definition (Linearkombination)

Seien ui,...,u, € V. Dann heiflit aju; + ... + apu, Linearkombination der
Vektoren uy, ..., uy,.
U1, ..., U, heilen linear unabhdngig, wenn keines der u; als Linearkombination

der restlichen u; darstellbar ist (dquivalent dazu ist: cjus + ... + apt, =0 =
0412042:...20471:0).
2.3.4 Definition (Erzeugendensystem)

Ein System {uy,...,u,} CV heifit Erzeugendensystem von V', wenn jeder Vek-
tor v € V darstellbar ist als v = cqug + ... + anty,.

Ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem heif3t Basis fiir V.

Wenn es fiir V eine endliche Basis {u1,...,u,} gibt, so heift V' n-dimensional.

dim(V)=n
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Bemerkung

Man kann zeigen, dass alle Basen von V' gleich viele Elemente enthalten.
Wenn keine endliche Basis fiir V' existiert, heifit V' unendlichdimensional

dim(V) = o0
(Beispiele: R mit I unendlich, C[0, 1], etc.)

Beispiel

0
Basen fiir R™: e; = | 1 | (wobei die 1 in der i. Zeile steht)

0

1 1 1 -1
In R? ist auch { — , —= eine Basis.
ali) (i)
by bs

\

¢

Abbildung 2.11: Die drei Komponenten eines Vektors im R?

{ < (1) ) , ( 1 ) } ist ebenfalls eine Basis fiir R?, aber keine ONB (siehe unten).
Skalarprodukt

n
Fiir u,v € R™ heifit w-v =Y ug - vy Skalarprodukt von u und v.
k=1

lul = (u- u)% = Z ui (Euklidische Lénge von u)
k=1

Orthonormalbasis

{u1,...,u,} heifit Orthonormalbasis (ONB), wenn w1, ..., u, eine Basis ist mit
1 1=

- uj = 0 = "7 i i,je{l,...,n}. (Ju;l =1 und u; - u; = 0 wenn
0 sonst

i 7 J)
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2.3.5 Definition (Lineare Abbildung)

Seien V' und W Vektorrdume. Eine Abbildung ¢ : V' — W heifit linear, wenn
pla-u+p-v)=a-pu)+8- @) (gdw. plau) = ap(u) und p(u+v) =
p(u) + ¢(v))

2.3.6 Satz (Bild und Kern)

Bild () = {®(u)|u € V} Untervektorraum von W. (Bild)

ker(p) = {u € V|p(u) = 0} Untervektorraum von V. (Kern)

Bemerkung

¢ injektiv < ker(yp) = {0}

(p(u) = ¢(v) & o(u) —p(v) =0 p(u—v) =0 u—v €ker(p) )

2.3.7 Satz

Eine lineare Abbildung ¢ : R™ — R™ ist bereits festgelegt durch

it = (@) (k=1...,n)

weil

n n n
ot = o (S ) = Yoo ot = Yo
k=1 k=1 k=1
Fiir beliebige ay, ..., a, € R™ gibt es genau eine lineare Abbildung ¢ : R* — R™

mit p(@) =@, (i=1,...,n). (gp(u) - kzijluk.a—;;>

¢ wird dargestellt durch (at]...|a,) (m X n-Matrix)

2.3.8 Dimensionssatz

Wenn ¢ : R — R™, dann dim(ker ¢) + dim(Bild ¢) = n.

2.4 Matrizen

2.4.1 Definition (Matrix)

Eine m x n-Matriz ist ein rechteckiges Zahlenschema

a11 e A1n

A= | = (aig);

Qij 3
Am1 e Amn J
i ist der Zeilenindex, j der Spaltenindex der Matrix.
R™*™ (bzw. C™*"™) ist die Menge der Matrizen mit m Zeilen und n Spalten
und Eintragen aus R bzw. C.

A € R™*" heifit quadratisch, wenn n = m.
Der Vektor (ai1, ..., any) heifit (Haupt-) Diagonale von A.
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Operationen auf Matrizen

(a-A)ij=a-Ajj  (A+ B)ij = aij +bij
A e R™X™ AT c RX™ (AT)ji _ Aij
(AT heifit Transponierte von A)

Produkt von Matrizen

A e Rmxn B 6 RTLXT

n
A-B e R™*" ist definiert als (A . B)ij = Z aikbkj
k=1

Beispiel

1 -1 1 1
AB = (_1 _1> BA— (1 _1)
Also ist das Produkt von Matrizen nicht kommutativ.

Rechengesetze fiir Matrizen
e A-(B-C)=(A-B)-C (Assoziativgesetz)

e (A+B)-C=A-C+B-C
C-(A+B)=C-A+C-B (Distributivgesetze)

o (A-B)T = BT . AT

2.4.2 Satz

Lineare Abbildungen von R™ nach R™ stehen in folgender 1-1-Entsprechung zu
m x n-Matrizen.

e Ein lineares ¢ : R® — R™ induziert die m x n-Matrix A mit a;; = p(€);
e A € R™*™ induziert die lineare Abbildung ¢ : R® — R™ wobei p(u); =
n
> aij-uj (p(€;) ist der j. Spaltenvektor von A).
j=1
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Bemerkung

idgn v Iy = (0i5)ij=1,...n

1 0
0 1
hopew BA
Beweis

p:R* - R™ ¢ =R™ — R"” linear p «v» A 1) &~ B

Aji = ¢(€&); Brj = (&)k
Zu zeigen:

(o @) (@) = (BAG)x = Y BijAjs

j=1

Y(p(e))k =9 : = ¢(Z aji - &)k = Zaji ()
am,i ), i=1 =1 k

n

- j;aji V(e = ;zp(j)k aj; = (B- A

2.4.3 Definition (Zeilen- und Spaltenrang)

Der Zeilen- bzw. Spaltenrang einer Matrix A ist die maximale Anzahl von linear
unabhéngigen Zeilen- bzw. Spaltenvektoren.
Man kann zeigen, dass Zeilen- und Spaltenrang immer {ibereinstimmen.

Bemerkung

Bei Diagonalmatrizen
AN - 0
0 - A\

entspricht der Zeilen- bzw. Spaltenrang der Anzahl der Elemente von {i €

{1,...,n} | A # 0}
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2.4.4 Definition

Unter einer elementaren Zeilen- bzw. Spaltenumformung versteht man eine Ope-
ration folgender Art:
Addiere zur i-ten Zeile (bzw. Spalte) das A-fache der j-ten Zeile (bzw. Spalte).

2.4.5 Satz

Elementare Umformungen lassen den Rang einer Matrix unveréndert.

2.4.6 Satz

Jede Matrix A € R™*™ lisst sich durch elementare Umformungen auf die Ge-

stalt ({)T 8) bringen, wobei 7 der Rang von A ist.

Beispiel

a)

llwllwlOwlO
1 =1/ ) \0 =2/ ) \O =2/ () \O 1

(*) Von der zweiten Zeile wird die erste abgezogen
(**) Von der zweiten Spalte wird die erste abgezogen
(***) Die letzte Spalte wird mit —3 multipliziert

b)
11 1 11 1 11 1
10 1)~10 =1 0]~[0 =1 0]~
2 1 2 0 -1 0 0o 0o o)™
1 0 1 1 0 0 10 0
w0 =1 0l~([0 =1 0ol~[0 1 0
©\o 0 o 0 0 0 00 0

(*) Zur ersten Zeile wird die zweite Zeile addiert

2.5 Determinanten

2.5.1 Definition

Die Determinante det A einer quadratischen Matrix A € R™*"™ ist definiert als

det A= |A| = Z Sign(7) - @1x(1) -+ Upn(n)
7 Perm.
wobei
sign(r) = (71)’{(i,j)\i<j/\7r(j)<7r(i)}’ - 11 W(j)' - 7'T(i)
1<icj<n )"
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2.5.2 Satz
a) det I =det(eq|...le,) =1

b) det ist in jeder Spalte linear, d.h.
det(as|...[aj_1| Y Aibilajil .- |an)
=1
= idet(ar]...|aj_1|bilajsa] .. |an)
1=1

c) det(ai|...la;|...|aj]...|an) = —det(a]...|a;|...|a;i|...|an)

d) det AT =det A
Daraus folgen analoge Aussagen fiir Zeilen (z.B. ist det auch in jeder Zeile
linear).

e) det(A- B) = det(A) - det(B)

2.5.3 Satz
a) Ist ein Spaltenvektor von A gleich 0, dann ist auch det A = 0 (folgt aus

Satz [25.2b).

b) Sind zwei Spaltenvektoren gleich, dann ist auch det A = 0 (folgt aus Satz
2.5.20).

¢) Die Determinante dndert sich nicht, wenn man zu einer Spalte ein Vielfa-
ches einer anderen Spalte dazuzahlt.

det(ar|...|a; + Aaj|...|a,) =det(ai]...|an)+Adet(ar]...| a; ...
———
i-te Spalte i-te Spalte
=0

d) a), b), c) gelten analog fiir Zeilen.

Notation

A;; entsteht aus A durch entfernen der i-ten Zeile und j-ten Spalte.
A c R(nfl)x(nfl)

2.5.4 Satz (Entwicklungssatz fiir Determinanten)
Sei A € R™*"™.

a) det A= 3 (—1)"*7 - a;; - det A;; (Entwicklung nach i-ter Zeile)
j=1

b) det A= " (—1)"*7 - q;; - det A;; (Entwicklung nach j-ter Spalte)
i=1

Man kann Determinanten also rekursiv berechnen.
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Beispiel

aix a2 A A
det = aiy - det(Au) —asy - det A21 = 11022 — 210412
a21 Aa22 N——

———
det(azz) det(a12)

Beispiel

Fiir 3 x 3-Matrizen bei Entwicklung nach der ersten Spalte:

a ass a a a aj:
det A = aiq - det 22 B - asy - det 12 13 +aszy - det 12 13
az2 ass asz2 ass a2 A23

Bemerkung

Berechnung von det A fiir A € R™ " erfordert n! Summanden mit jeweils n-
fachem Produkt.

2.5.5 Satz

Fiir A € R™*™ sind folgende Aussagen dquivalent:
a) det A #0
b) rang A=n
c) ker A = {0} und Bild A =R"
)

d) A beschreibt eine bijektive lineare Abbildung von R"™ nach R".

Bemerkung

Wenn ¢ :R” — R" linear und bijektiv, dann ist ¢! : R® — R™ ebenfalls
~~ ~

A A-1
linear.

AA™Y =I,= A7'A

pop™t =idR"= o lop
(AB)"'=pB~1tA™!

2.5.6 Definition

Matrizen A € R™*"™ heiflen requlir (bzw. nichtsingulir), wenn det A # 0. Fiir
regulire Matrizen A bezeichnet A~! diejenige Matrix B mit AB = I,, = BA.
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2.5.7 Satz (Inverse)

Die Inverse einer reguldren Matrix A ist gegeben durch

L1

= dorA A

wobei
Aadj = ((—1)i+j det /L‘j)T

i,j=1,....,n

Beispiel
11
= 2)
172 -1
-1 _ *
A _1<—1 1)

2.5.8 Matrixinversion

Man startet bei der Matrixinversion mit der Blockmatrix (A|I) (vgl. Beispiel
unten), wobei A die Matrix ist, zu der die Inverse berechnet werden soll und I die
Einheitsmatrix. Nun fithrt man so lange Zeilenoperationen auf beiden Matrizen
parallel aus, bis auf der linken Seite die Einheitsmatrix steht. Auf der rechten
Seite steht nun die inverse Matrix A~!.

(A|I) ~ (E1A|E1) AN 4 (EnEn—l o ElA |En e El)
—_— —mm—

=I

E,..EMA=I=A=FE'.. E;'=>A'=E,...F

Beispiel
10 1
Die Ausgangsmatrix sei A= ({0 0 1
2 1 0
101100 10 1 1 00
001 010|~[00 1 10
210001/ ®\01 2] 201
10 1 1 00
~lo 1 =2 | =2 0 1
9\o 0 1 0 1 0
10 0 1 -1 0
w o1 0] =2 2 1
9 \0 0 1 0 1 0

(*) 3. Zeile - 2 x 1. Zeile
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(**) 2. und 3. Zeile tauschen
(¥*%*) 2. Zeile 4+ 2 x 3. Zeile und 1. Zeile - 3. Zeile

1 -1 0
Also ist die Inverse A1 = -2 2 1
0 1 0

2.6 Lineare Gleichungssysteme

Ein lineares Gleichungssystem ist ein Gleichungssystem mit m linearen Glei-
chungen in n Variablen der Form:

a1+ ...+ a1z, = b1

Gm1T1 + ...+ G @n = by
Dieses lésst sich kiirzer schreiben als:

A e R™*" Az =becR™

wobei
€1
A= (aij) xr =

Tn

Losungsmenge des linearen Gleichungssystems ist: L = {z € R"|Az = b}
Die Lésungsmenge kann

e leer sein
0 0 1
£oe(3) -
e nicht eindeutig sein
1 0 xz1\ (0 B 0
Go)-(2)-(0) =r=(8)new

2.6.1 Definition (Homogenes System)

Ax = b heifit homogen, wenn b = 0.
Ax = 0 ist das zu Ax = b gehorige homogene System.

2.6.2 Satz
Wenn Az = b, dann L = {& + z|Az = 0}.

Az =0= AT +2)=At+Az=b+0=0
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2.6.3 Satz

Az = b hat eine Losung < b ist eine Linearkombination der Spalten der Matrix
A < rang(A) = rang(Ald)
A € R™*™: Ax = b ist eindeutig 16sbar < rang(A) = n = rang(A|b)

2.6.4 Satz (Cramersche Regel)

Sei A eine invertierbare n x n Matrix und es sei Az = b, dann ist

I — det(al\ N |ak,1\b|ak+1| ce |an)
k det A
Beweis
z 1
p=ATtp SEEL A

Erinnerung: (Aagj)i; = (=1)"*7. det([lji)

1 n )
— . _1Z+k'Aa~ sz
T Qet A ;( ) (Aadj)k
1
=i det(ai|...|ak—1[blars1]...|an)

(Entwicklung nach k-ter Spalte nach Satz [2.5.4p)

2.6.5 Gauflsches Eliminationsverfahren fiir Ax = b

Durch eine Folge von Zeilenumformungen lésst sich dieses System in eines der
Form

Uir U112 - Uln
x

[
N~
=

U22

0 PR unn
umformen (das abgebildete System erhilt man fiir ein quadratisches A).
Hier ist dann

—1

Ty, = Uy - Up

und allgemein

n—Fk
—1
Tk = Upp - | Vk — E Uki Tl41
=1

n—k
UkkZTk + E Uk Lh+i = Vk
i=1

Falls ein ugr = 0, dann wahle z als Parameter.
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Beispiel

1 8 —4 x1 2
5 0 6 xe | = 1
0 -3 2 T3 -3
1 8 —4 z1 2
0 —40 26 z2 | = -9
0 -3 2 T3 -3
1 8 —4 1 2
0 —40 26 s | =] -9
0 0 & x3 -%

ga 8

3T

Tog = *30

4-93

x1:2+8-3O—T:480—186:294

2.7 Eigenwerte (und quadratische Formen)

2.7.1 Definition (Eigenwert, Eigenvektor)

Sei A € C™"*™ Ein A € C heifit Figenwert, wenn \x = Az eine von 0 verschiedene

Losung besitzt. Ein x # 0 mit Az = Ax heifit ein zu A gehdriger Eigenvektor.
A =Ar e (M —-A)z=0

Also: A ist Eigenwert von A < (Al — A) ist nicht invertierbar < det(Al—A) =0

2.7.2 Charakteristisches Polynom

Pa(X\) = det(A] — A) ist ein Polynom n-ten Grades (auch ,charakteristisches
Polynom“ genannt).

Nach C.F. Gauf3 hat das charakteristische Polynom n komplexe Nullstellen, d.h.
Ps(A) = (A= A1) ...(A— A,) wobei manche der A; gleich sein konnen.

Also gibt es eine Basis von Eigenvektoren.

Bemerkung

Wenn A € R™" dann ist P4(A) = Pa()\), also: )\ ist Eigenwert < X ist
Eigenwert.

2.7.3 Satz

n

Z A = i Qs (Spur von A)
i=1

=1

)\i =det A

=

1

.
Il
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2.7.4 Satz

Sei A € C™ " mit Eigenwerten Ai,...,\,. Dann sind die Eigenwerte von A*
die Zahlen \¥ ... \F (Akz = AF=1\g = AAF~1z = AAF2Az = ... = \F2) und
wenn A regulir ist, dann hat A=' die Eigenwerte A\[!, ..., AL

2.7.5 Satz

Wenn A € R"*", dann miissen nicht alle Eigenwerte von A reell sein. Wenn A
Eigenwert von A ist, dann ist A auch Eigenwert von A.

Beispiel

(COS p —singp

sing  cos ) (Drehung um Winkel ¢) hat reelle Eigenwerte < ¢ € Zm.

Fiir o = 3:

(0 -1 _ A—0 1 42
A_<1 0) PA(A)—det(_l )\_0>—)\ +1
7 und —i sind die Eigenwerte von A.

Beispiel

= (A —a1)(A — aze) — arzaz

Pa(\) = det (A T T >

—az1 A —ag
= X\2 — (a11 + ag2)\ + a11a92 — agias
=A% — Spur(4) - A + det(A)

Mo = % (Spur (A) £ /Spur (4)2 — 4det(A)>

A hat reele Eigenwerte < Spur (A4)% > 4det(A)

2.7.6 Satz

Die zu einem Eigenwert A von A gehorigen Eigenvektoren sind die von 0 ver-
schiedenen Losungen von (Al — A)z = 0.

2.7.7 Definition (Ahnliche Matrizen)

A, B € C™*™ heiflen dhnlich, wenn eine reguliare Matrix T existiert mit

T 'AT =B

2.7.8 Satz

Ahnliche Matrizen besitzen das gleiche charakteristische Polynom.

42



Beweis

Pp(X) = det(\ — B) = det( AL, —T7YAT) = det(T~ (M — A)T)
T-IXIT
=det(T™) -det(A — A) - det(T) = det(\ — A)
N—_——

1
det T

2.7.9 Definition (Dreiecksmatrix)

A € C™*" heifit obere bzw. untere Dreiecksmatric < a;; = 0 fir ¢ > j bzw.
i <.

2.7.10 Satz

Wenn A eine Dreiecksmatrix ist, dann ist det(A — A) = [ (A — ay).
i=1
Also sind die Eigenwerte von A genau die Diagonalelemente.

2.7.11 Satz
A1 0
Wenn eine reguliire Matrix T existiert mit T-1AT = (dh. T

0 An
diagonalisierbar ist), dann ist T'(e;) ein Eigenvektor zu A;.

Beweis

TilATei = Ne; & ATe; =Thie; = \;Te;

Beispiel einer nicht diagonalisierbaren Matrix

)
Pa(\) = det (Aal A‘_ﬂ) A —12—0=(A—1)

D.h. 1 ist einziger Eigenwert der Matrix.
Az = z, d.h. (Eigenvektoren zum Eigenwert 1)

r+y=czy=0
O+y=y

Also sind die einzigen Eigenvektoren zum Eigenwert 1 die Vielfachen von < (1) )

und somit existiert keine Basis fiir R2, die nur aus Eigenvektoren zu 1 besteht.
Deswegen ist A nicht diagonalisierbar.
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2.7.12 Definition
Fir A € R*™:
o A heiBt symmetrisch < A = AT (ai; = aj;)

o A heiBit orthogonal < AT = A~! (Die Zeilenvektoren von A bilden eine
ONB)

Fir A € C*™
o A heiit hermitesch < A = A* wobei (A%);; = a;;
o A heifit unitir < A* = A~!

Fir A € R "™
e A symmetrisch < A hermitesch

e A orthogonal < A unitér

2.7.13 Satz

Fiir symmetrische A € R"X" gibt es eine orthogonale Matrix S, so dass S~tAS
in Diagonalform ist.

Bemerkung

Fiir symmetrische 2 x 2-Matrizen A suche die Eigenwerte und die zugehorigen
Eigenvektoren.

2.7.14 Definition

Fiir eine symmetrische Matrix A € R™*" sei

n
QA:RTLHR:JH—).Z‘TAJJ: E Qi T 5
i,j=1

A ist positiv (bzw. negativ) definit wenn Qa(x) > 0 (bzw. Qa(z) < 0) fiir alle
xeR™\ {0}

Wenn Q4 echt positive und echt negative Werte annimmt, so heifit A indefinit.
Beispiel

Qi(x) = [|z]* = X2

Bemerkung

Sei A symmetrisch und

A1 0
) =S5"1AS
0 An
Dann gilt:
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e A ist positiv definit < alle \; > 0
e A ist negativ definit < alle A\; < 0

e Aist indefinit & 34,5 A <0< A

2.7.15 Satz (Kriterium von Hurwitz)

Sei A € R™*™ symmetrisch.
aip -0 A1

A ist positiv definit < det | D | >0fiiralle:=1,...

Qi1 o Qg
Beispiel

A= <a21 ab ) ist positiv definit < a1; > 0 und det A > 0.
22
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Kapitel 3

Funktionen mehrerer reeller
Veranderlicher

Kleine Beispiele

flz,y) =sinz - cosy

9(@,y,2) = a® +y* = 2°

3.1 Funktionen mehrerer reeller Verianderlicher

R™ = {(z1,..., )1, .-, x, € R} Vektorraum iiber R

Euklidische Norm

EENDIE
=1
Es gilt:
i) ol =0 z=T
(i) [|Az] = [A]- |||

(iil) flz +yll < [l=] + |l
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Beweis zu (iii)

& llz+yl” < (=l + [lyl)?
& (@ +y) - (@ +y) <z +lyl* + 2llz[llly]
e zty-y+rz-y+y-z=|z|*+[lyl* +2)] ]yl
—~— —_———
=2 [|y]|2 2-zy
& Ty < =l - llyll
~~~

lzll-lyll-cos o (cosa<1)
« ist der eingeschlossene Winkel

Cauchy-Schwarzsche Ungleichung: |zy| < ||z|| - ||y]|

3.1.1 Definition

Abbildung 3.1: e-Umgebung von xg

Ist 9 € R™ und € > 0, so heifit
Ue(zo) = {z € R"|||z — x| < €}

e-Umgebung von xg.
U C R™ heift Umgebung von z, wenn 3¢ >0 U.(x) CU

3.1.2 Definition

o zo € R™ heifit innerer Punkt von M CR™ wenn 3 >0 U (zg) C M.

« M= {r €eR"|Je>0 U.x)C M} ist die Menge der inneren Punkte

von M.

e 7o € R” heiflit Randpunkt von M C R™, falls in jeder e-Umgebung von
xo sowohl Elemente von M als auch Elemente von R™ \ M liegen. Wir

schreiben M fiir die Menge der Randpunkte von M.

o M = MUIM = {xeR"|Ve>03ye M |z—y| <e} heiBt Abschluss

von M.
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Beispiel

10,1[U]1,2] == M C R

& &
¢ A 1
0 1 2

Abbildung 3.2: Die Menge 10, 1] U ]1, 2]

M =10,1[U]1, 2]
oM = {0,1,2}
M =1[0,2]

(o)

M =10,2] (1 ist innerer Punkt von M)

3.1.3 Definition
Sei M C R™.

o M heiBt offen = M =M aVeeM3c>0 Ule)CM

o M heifit abgeschlossen < M = M
(&MCM&MUOMCMdaMCMAOM C M)

o M heifit beschrinkt < 3 r >0V x € M |z| < r (dquivalent: 3 r >
0 MCU(0))

o M heifit kompakt < M ist abgeschlossen und beschrénkt
Beispiele
e [0, 1] ist beschrinkt, aber nicht abgeschlossen, also auch nicht kompakt

e | — 00,0] ist abgeschlossen, aber nicht beschrinkt

o {z € R"|||z|]| <1} ist kompakt

3.1.4 Definition (Folge)

Sei (5 )nen eine Folge in R™.

lim 2, =y&Ve>03INVn>Nlz,—vy| <e

n—o0

3.1.5 Satz
Die Folge (2"))en in R” konvergiert gegen y < fiiri = 1,...,n gilt klim xl(-k) =
Yi- -
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3.1.6 Definition (Funktion in n reellen Variablen)
Sei D CR™ und f: D — R, so heifit f Funktion in n reellen Variablen.

Beispiele

f@,y) = Va? +y?

g(z,y) =sinz - siny

h(z,y) =y

Spezialfall (Ebene) ax +by+cz=4d

_ d—ax—by
Wenn ¢ # 0, dann z = ==—4

Ebenen sind typischerweise gegeben durch: e(x,y) = az + by + ¢
(siehe spiter: Tangentialebene)

Graph und Niveaulinie f:D —R (D CR")
I(f) ={(z, f(z))|lz € D} € R (Graph von f)
N.(f)={z e D|f(x)=c} = f"c) (Niveaulinie zur Héhe c)

Abbildung 3.3: Niveaulinien der Funktion f(z) = ||z|

3.1.7 Definition (Haufungspunkt)

Sei M C R", x € R™ heifit Hiufungspunkt von M, wenn in jeder e-Umgebung
von x unendlich viele Punkte aus M liegen.

Bemerkung

Aquivalent dazu: In jeder e-Umgebung von x liegt ein von z verschiedener Punkt
in M.

Beweis =-: trivial, <=:
€1 =&, xr1 € Ugl(l‘)ﬂM\{fE},
. 1
g9 = min(||z ||, E)’ 29 € U, () N M\ {2},

ey

1
sngﬁ, x, €U (x) N M\ {a},
. 1
euvt = minall, ). s € Ua, (@)1 M\ o)

Alle z; sind verschieden und {x,|n € N} C U.(z).
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Wichtig
Wenn z ein Hiufungspunkt von M ist, dann gibt es eine Folge () nen in M\ {z}

mit lim z, = x.
n—oo

Beispiel

N

2. M =1[0,1[U{2}  H(M)=0,1]

3.1.8 Definition (Funktionsgrenzwert)

Sei f: D — Rmit DCR" Seia€ H(D) und b € R.

lim f(x) = b < fiir jede Folge (z,,) in D mit lim x,, = a gilt lim f(x,) =0.
n—oo n—oo

r—a

Beispiel
Sei D =R?\ {(0,0)} und f,g: D — R mit

2,.2 2 2

L1T9 T3 — T3

21,%2) = —5——5 T1,%2) = 5%
f( 1, 2) x%_’_xg g( 15 2) 1‘%—&-1‘%

Funktion f Sei (2, yx )ken eine Folge in D mit Grenzwert (0,0), d.h. limxy =
0 = lim yg.

2,2 2,2
x x
k96~ TkYk 2 (z1, # 0)

fxlwyk? = = =Y
‘ ( )‘ I%er]% xi k
2,2 2,2
LY LYk 2
|fzg, ye)| = =& <—=- =z (yx #0)
R .

Daraus folgt: kli%o f(zr,yr) =0, weil lima2 = 0 = limy3.
Also:  lim  f(z,y)=0

(z,y)—(0,0)
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Funktion g Sei z; mit limz;y = 0,2, #0

. .z —07?
dm g(2,0) = lim 25— =1
02 _ 22
li = lim ——& =1
kglolog(o’ 2r) fae 02 + 22

Also existiert der Grenzwert  lim  g¢(z,y) nicht.
(@,4)—(0,0)

3.1.9 Definition (Stetigkeit)

Sei f:D—Rmit D CR" und a € D.
o f heifit stetig in a < fiir alle Folgen (z,,) in D mit nh—>n<§o Tn = a gilt, dass
lim f(w.) = f(a)
o f ist stetig auf M C D « f ist in allen a € M stetig

o f ist stetig auf D < f ist in allen a € D stetig
Bemerkung
Man kann zeigen, dass gilt:

f ist in a stetig
SVe>036>0Ve e DNU(a) f(z) € U(f(x))
SVe>030>0VzeD |z—all<d=|f(z)— fla)] <e

3.1.10 Satz (Rechenregeln fiir stetige Funktionen)

Sei D CR™ und f,g: D — R. Wenn f und g in a € D stetig sind, dann auch
c-f(c€R), f+g, f-gund L (sofern g(a) # 0).

3.1.11 Satz (Wichtig)

Sei K C R™ kompakt und nichtleer. Dann existieren fiir jede stetige Funktion
f: K — R Elemente a,b € K, so dass

fla) < f(z) < f(b) VzeK

3.2 Differentiation von Funktionen auf R"
FEine analoge Vorgehensweise zur Differentiation in R ist nicht méglich:

:D—>R DCR?
h—0 h f - -

Problem: In R™ gibt es keine Division.
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3.2.1 Definition
Seif:DHRundDQ]R{".FﬁrzL"Glo)sei

ﬁ:Dkf(I): lim f(fﬁl,...,l’k_l,l’k+h,$k+1,...,$n)*f(l’)

oxy, h—0, h0 h

Dy f(x) heiBBt k-te Richtungsableitung im Punkt x, falls existent.

grad(f)(z) = (D1f(2),..., Dnf(z))

Bemerkung

B grad(f)(x) - B+ f(z) (Tangential-)Ebene (falls sie existiert)

Warnendes Beispiel

1 z,y>0
0 sonst

f(fmy):{

D1 £(0,0) = lim . =5 =0="D2(0,0)
In (0,0) existieren die Richtungsableitungen, aber f hat in (0,0) keine Ablei-
tung.

Beispiel

0 sonst

Fla,y) = {ﬁfﬁ (z,y) # (0,0)

P 5_ .23 P
Diftey) = 50 = L (G -o)
of  3x3y* + ay? of

Dyf(x,y) = - @) (Fy(o’o) =0)

b0
D>D1£(0,0) = lim h“h

=1

_ Dof(0,h) — D3(0,0) 0
D1D»£(0,0) = lim 2 f( )h 2( ):ﬁ:0

Im Allgemeinen ist also die Reihenfolge der partiellen Ableitung relevant.
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3.2.2 Definition

Sei f: D — Rmit D CR" und z € H(D).
Dann heifit A = (ay,...,a,) € R™ Ableitung von f an der Stelle x, wenn eine
Funktion g : D — R existiert, so dass

1. flz+h)=f(x)+ A-h +|h] - g(h) fir alle h € R* mit  + h € D
iaihi

=1

2. }lllg})g(h) =0

Erlauterung

h— f(x)+ Ah ist die Tangentialebene an der Stelle x. g(h) = W

—_——
Tz (h)

T, ist die beste lineare Approximation an f im Punkt z, denn (2) heifit:
o) L)

Ve>035>0Vh|h|<d=

Eine dquivalente Umformung ist:
Ve>036>0Yh|hl|<d=|fx+h)—Tu(h)| <e|h|
Setze hs = (0,..., &6 ,...0):

i-te Stelle

f@+h) = f(z)+a:id+10] - g()
)

§ é
Fird —0: f(IJrh(;)if(m) :az+% 9(9)
———
—D; f(x) —0
Also: a; = D; f(x)
Warnung
_J1 z,y>0
f,y) = {0 sonst

grad(f)(0,0) = (0,0)
grad(f)(0,0) existiert, aber f ist in (0, 0) nicht differenzierbar.
M -f0)-0-" - "
A =

~—

7]l
Die Folge (+, 1) = 7{” konvergiert gegen 0, aber }llir% 9(7{) #0, da

g(ln) = L

o
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3.2.3 Satz

Sei f: D — Rmit D C R und z € D. Wenn auf einer offenen Umgebung
von z alle partiellen Ableitungen existieren und stetig sind, dann ist f in x
differenzierbar und es gilt

Lo S h) = (@) — grad(f) (@)

=0
h—0 I2|l

3.2.4 Satz

Wenn f in z differenzierbar ist, dann ist f in x stetig.

Beweis

f in x stetig <:>}1Lin%)f(x+h) — f(z) =0:

~—

—0

fim -+ )= (o) = fim 4B+l - g(k) =0

3.2.5 Satz

Sind f und ¢ an der Stelle z differenzierbar, dann auch f+g, f-g und g (wenn
g(x) #0).

Beispiel
fPR" = R:z— |z lz|| = /23 + ...+ 22
Dif(x) = SN )
x{+ ...+ x5

grad(f)(z) = ﬁ ( # 0)

Fiir x = 0 existieren schon die partiellen Ableitungen nicht.
f ist iiberall stetig.

Zusammenfassung

Wenn grad(f) in einer offenen Umgebung von x existiert und stetig ist, dann
ist f in z differenzierbar und h — f(x) + grad(f)(z) - h beschreibt die Tangen-
tialebene.

Im Beispiel: Fiir (z1,z2) # (0,0) ist die Tangentialebene gegeben durch:

/ ATy + o

Ty, T2, $2+$2> + )‘7/’&77

( b ~ Vi + 3
Allgemeine Form:

{(z, f(2)) + (h, grad(f)(z) - h) | h € R"}
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3.2.6 Definition
Sei f: D — R™ und D C R"™ (Vektorfeld), dann heifit

grad(f1)(x)
J(f)(x) = : = (Djfi(:t))l- 1. m Jacobimatrix
grad(fom)(2) ji=1,....n
Wenn alle D; f; in einer Umgebung von z existieren und stetig sind, dann gilt

—

fiir die Fehlerfunktion g(h) = JEHI=LGIIEN  dagy lim g(h) = 0.

J(f)(x) = Df(z) = (D;fi(x))i (totales Differential)
Die Tangentialebene am Punkt (z, f(x)) berechnet sich wie folgt:
Ty (h) = J(f)(@) - b+ f(2)

3.2.7 Satz

Sei f: Dy — R™ wobei Dy C R", g : Dy — R* wobei D, € R™ und
Bild(f) € Dy. Wenn f in z und g in f(x) differenzierbar ist, dann ist g o f
in x differenzierbar und es gilt

J(go f)(x) = J(9)(f(z)) _ J(f)(@)

Matrixmultiplikation

D.h.
Di(go f)(@)k =Y _ Dygu(f(@))x - Difj(x) =
j=1
= J(go )@k =Y T @)y - T () (@)
j=1
(T (f (@) T(F) () ks
Spezialfall

f:D>R DCR"
p:I—>R" [CR Bild(p)CD

55



3.3 Richtungsableitung, Satz von Taylor, lokale
Extrema

fiD>R (DCR") wveR" |u|=1 aecR"

f ist in einer Umgebung von «a differenzierbar.
Es gibt ein Intervall I (um 0 € R) mit

a+XweD firalle el

p:I—R:A— f(p(N))
fop:I—R

(fop)'(0) = grad f(a)- v_ = grad f(a)-v
pl@ PO

Ableitung von f an der Stelle a in Richtung v:
Dy(f)(a) = grad f(a) - v

Bemerkung
De,(f)(a) = Dif(a)

D,f(a) = grad f(a)-v wird am grofiten fir v = HE%J;EZ;H (Richtung des

stiarksten Anstieges).

Beispiel
fl@)=|=z| zeR"
x
grad f(z) = Tzl (z #0)

(in 0 ist der Anstieg in allen Richtungen gleich)
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3.3.1 Satz von Taylor fiir Funktionen mehrerer reeller Va-
riablen

f:D—R D CR" offen a€D h e R"

f sei (m+1)-mal differenzierbar.

a+6-heD  firde|0,1]

g(A) = fla+ Ah) g:[0,1] - R

Taylorentwicklung fiir g im Punkt 1:

(k)
ot =gf1) = 32 St 4 R 1,0
(k) (m+1)
:ng!()+ g(m—i—l()o') (fiir ein 0 < 6 < 1)

——
Lagrangesches Restglied

Es gilt (zu zeigen mit Induktion iiber k, siche Beweis weiter unten):

" k
9" (0) = (Z hiDi> (f)(z + 0h)

Also ist die Taylorentwicklung von f am Entwicklungspunkt x € D:

k
m 1 n
fla+h) =) il (Z hiDi> (f)(=)+ R (z,h)

k=0 i=1 n m+1
m ( > hiDi> (f)(z+0h) fiir ein 6€[0,1]
i=1

In anderer Schreibweise, analog zur Taylorreihe im ersten Kapitel: Taylorent-
wicklung von f am Entwicklungspunkt zqg € D:

m n k
@)=Y 0 (Z@ - xonDi) (F)(w0) + Bon(a,20)

k=0 i=1
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Beweis

Durch Induktion iiber k zeigen wir:

n k
g™ (0) = (Z hiDi> (f)(z + 6h)
i=1
Induktionsanfang: Fiir k = 0:
n 0
(Z m) (F)e+60) = f(z +08) = 9(6) = 9 (0)
i=1
Induktionsschritt: £ — &k + 1:

n k
(z hD) (f)(x + 0h)
g(kJrl)(e) _ (g(k))’(O) LH. \i=1 Kettenregel

3.3.2 Satz
Sei D C R”™ offen und f : D — R zweimal stetig differenzierbar auf D, dann gilt

DZDjf:Dlef fiir 1,j € {1,,n}

Beispiel
f:R?2 = Rmit f(x,y) = eV

D1f<l‘,y) :yeTy Dgf(l"y) = .
DiD: f(z,y) =y - €™ DyDof(z,y) = 2% - ™Y
DoD1f(z,y) =™ +ay-e" = DiDaf (z,y)

g"(h) = (Z hiDi) (f)(@ +h) = (mD1 + haD2)*(f)(z + h)
j=1

= (hiD7 + 2h1hy D1 Ds + h3D3)(f)(x + h)
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f@+h,y+k)=e" + (hDy + kDy)(f)(z,y) + hi*D2f(z,y)
+2hkDy Dy f(z,y) + k> D2 f(x,y)

1
= e + hye™ + kxe™ + 3 (h2y261y + kzzzezy)
+ hk(e® 4+ xye®™) + R (Lagrangesches Restglied)

Fiir x = y = 0 erhalten wir: 1 + hk
Dritte Ableitungen:

DIDyf(x,y) = 2y +ay®)-e™  D,Dyf(z,y) = (2x +ay) - e

Dif(z,y) = y’e™ Dgf(x,y) = g3V
Restglied R, wobei T = z + 0h, § = y + 0k fiir ein 6 € [0, 1]:

o 9900) _ (hDa + kD) ()(@,9)
6 6
_ 1PD} +3h*kD2 D, + 3hk*>D, Dy + k*D;)(f)(Z,9)
B 6

1 -
— 6eﬂﬂy (K5 + 3%k (2y + 2y%) + 3hk* (22 + 2°Y) + k°2°)

3.3.3 Lokale Extrema

Sei f: D — Rmit D CR" und a € D. f hat in a ein lokales Mc.m:z.mum genau
Minimum

dann, wenn:
Je>0VzeD |z—a|<e= f(x)Sf(a)
Wichtig

Wenn f in a ein lokales Extremum besitzt, dann ist grad f(a) = 0.

Beweis Wenn f El a ein lokales Extremum besitzt, dann hat die Funktion
t — f(a+te;) in 0 ein lokales Extremum. Dann muss aber grad f(a)-e; =
D; f(a) = 0 sein.

Hessematrix H(f)(a) = (Di;f(a))ij=1,..n
Diese Matrix ist symmetrisch, wenn f zweimal stetig differenzierbar ist.

3.3.4 Satz

Wenn H(f)(a) positiv bzw. negativ definit ist, dann hat f in a ein lokales
Minimum bzw. Maximum.
Wenn H(f)(a) indefinit ist, dann hat f in a einen Sattelpunkt, d.h.

Ve>03z,ycU(a) f(z)<f(a)<f(y)
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Erlduterungen

Fiir n = 2 hat H(f)(a) zwei Eigenwerte A1, A2 (die auch gleich sein kénnen).
det H(f)(a) = A A2

. a) ist positiv oder negativ definit < det H(f)(a) > 0

(a)

(a) ist positiv definit e det H(f)(a) > 0und D?f(a) =
fla) |

(a)

)
)
) 11>0

f)(a) ist indefinit < det H(f)(a) <0

Beispiele
1. f(z,y) =sinzx -siny
D, f(z,y) = cosx - siny Dyf(z,y) =sinx - cosy
grad (/)(z.9) = (0,0) = v,y € 37
Analyse im Punkt (0,0):

grad £(0,0) = (0,0)

H(f)(z,y) = (—sinx-smy COST - COSY )

cosx -cosy —sinx-siny

N0 = (7 ;)

det(H(f))(0,0) = ~1
Also liegt in (0, 0) ein Sattelpunkt vor.
Analyse im Punkt (7, 7):

T

det —=)=1
et (M5 T)

Also ist (7, §) ein Maximum (da alle Eigenwerte negativ sind).
2. flw,y)=z-y

le(l',y):y DQf(I’,y):I

Kritischer Punkt: (0,0)

e = (] )

det(H(f))(0,0) = -1
Also liegt in (0,0) ein Sattelpunkt vor.
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Bemerkung

Fiir f(z,y) = xy? funktioniert die Methode nicht:

Dif(z,y) =y*>  Daof(z,y) =22y

e = (5, 50)

2y 2z
grad f(z,y) = (0,0) &y =0

@0 = (o )
det(H())(z,0) = 0

Also ist das Kriterium nicht anwendbar.

Beispiel

Wir betrachten einen Quader mit konstantem Volumen zyz = ¢ > 0. Wir
nehmen wir, dass z,y > 0. z ist in Abhéngigkeit von x und y darstellbar: z = chy
Die Oberflache berechnet sich also mit:

Fragestellung , Welcher Quader mit Volumen c¢ hat die kleinste Oberfliche?*

2¢c 2¢c
le(x,y):2y—ﬁ D2f($,y)=2x—ﬁ

grad f(z,y) = (0,0) & x> =cAh2’y =c

1

:>x2y:xy2:x:y:>m=y:c§:z

4c 4c

1

Also hat f(x,y) in (¢3,c3) ein lokales Minimum.

Fragestellung , Warum ist (c%,c%,c%) das globale Minimum?“, d.h. ,, Warum
ist (¢3,c3) das globale Minimum von f auf {(z,y) € R2|z,y > 0}?¢
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Idee Seia > 0. Wir betrachten f auf der Menge {(x,%) € R?|a = zyAz,y > 0}
(Wir betrachten also das Problem fiir eine fix gehaltene Grundfliche a).

gala) = f@,5) =200+ = + 5

c c
gé(m)zQ(f——z) =0er=aer=Va
a
»,Warum nimmt g, sein Minimum in /a an?*

Zu zeigen:
ga(\/a)<ga(x)<i>2<a+2c) <2(a+£+g)
va x  a
@a+£<a+£+%
Va T a
RERSUY:

va o a
& 2zv/a < a+ 2?

& 0<a-—2zva+ a2
(z—+/a)?

Sr#Va
Also hat g, sein globales Minimum in +/a fiir a > 0.

Sei h(a) = go(v/a) =2 (a + %)
Wir zeigen: h hat sein globales Minimum in 3

H(a) = 2(1 - =)
a?z
< < < < <
h’(a)>0<:>1—%>0<:>1>%<:>a%>c<:>a>c§
a2 a2
2
3

c

1
3.

Also hat f sein globales Minimum in (c%,c%), da V3 =c¢
Fazit Also hat der Wiirfel mit dem Volumen ¢, also der Kantenlénge c3 die

kleinste Oberflache.
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3.4 Satz iiber implizite und inverse Funktionen,
Extrema unter Nebenbedingungen

3.4.1 Satz (Implizite Funktionen)

Sei D C R*™™ offen und g : D — R™ stetig differenzierbar.

Sei @ € R und b € R™ mit (a,b) € D, g(a,b) = 0 und det Dyg(a,b) # 0 (d.h.
(Dn4;9i(a,b))i j=1,..n ist invertierbar).

Dann existieren offene Umgebungen U und V von a bzw. b mit U x V' C D und
eine differenzierbare Funktion f: U — V, so dass

1) fla) =0
2) fur alle z € U gilt:
i) g(z, f(z)) =0
i) y= f(z) wenn y € V und g(x,y) =0

Also 16st f in einer Umgebung von (a,b) die Gleichung g(x,y) = 0 eindeutig
nach y auf.
Wegen der Kettenregel gilt fiir x € U:

Dote ) (57 ) =0

also Dzg(, f(2)) - I + Dyg(z, f(z)) - Df(x) = 0
(setze x = a und beachte b = f(a) )
also Df() = —Dyg(a,b)"" - Dg(a,b)

Beispiele

1.

gz, y) =22 +y* —r=0 (Kreisgleichung)

dg

@(x,y):2y#0@y¢0

g(z, f(z)) = 2® + f(2)* = r =0
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(1.
N

Abbildung 3.4: Fiir den Punkt (r, 0) ist die Auflésung nach y in keiner Umgebung
eindeutig (y = V12 — x2).

y =2 (Parabel)

gz(y,x)——%v x#0
9(y, f(y)) =0
FW =5 =5 = 570

T T 2 2f(y)

Offensichtlich ist f/(y) die Ableitung der Wurzelfunktion bzw. ihrer Ne-
gation.

g:R* S R:(z,9) — x —siny

x—sin f(x) =0
~~

arcsin x

dg . ™
a—y(m,y)——cosy#O(:)y€§+7rZ
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-1 1
arcsin’ z = f/(x) = o/ =

V= —Ccosy B +1 — 22

(Das Vorzeichen héngt von der Umgebung ab.)

3.4.2 Satz (inverse Funktionen)

Sei D C R” offen und f : D — R" stetig differenzierbar. Wenn fiir ein @ € D die
Ableitung D f(a) invertierbar ist, dann gibt es offene Umgebungen U und V von
a bzw. b, so dass U C D und f : U — V eine Bijektion ist mit differenzierbarer
Umkehrfunktion f=: V — U und Df~1(b) = Df(a)~ .

Beweis (Skizze)

Betrachte g : R" x D — R : (y,z) — y — f(x). g ist stetig differenzierbar (da f
stetig differenzierbar ist).
Es gilt
9(b_,a)=b—f(a) = f(a) = f(a) =0
=f(a)
Dzg(b,a) = —Df(a) (da Df(a) invertierbar)

Wegen des impliziten Funktionensatzes gibt es offene Umgebungen V und W
von f(a) bzw. a mit V. x W C R™ x D und eine differenzierbare Funktion
h:V — W, so dass

1. h(b) = a und
2.VyeV (3tzew g(y,x) =0 ) und g(y,h(y)) =0
| —
y—f(2)=0 & y=f(z)

wobei © = h(y).
Mit U = W N f~1(V) erhélt man eine Bijektion h : U — V; da f(h(y)) = y ist
h=f"tauf V.
Aufgrund der Kettenregel gilt:

In = D(foh)(y) = Df(h(y)) - Dh(y)
Mit y = b erhalten wir:

I, = D|f(a)| - Dh(b)
Also

Dh(b) = Df(a)~!

Beispiel

FiRxR—-RxR: ( " >H ( TCF’S“’)
%) rsin @
Df(r, o) = (coscp —rsingo)

sing rcosep
det Df(r,p) = rcos®>p +r-sin*p =r

Also ist f lokal differenzierbar fiir r # 0.
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Lokale Extrema unter Nebenbedingungen

Beispiel:
g(z,y) =22+ -1=0 Nebenbedingung (Einheitskreis)

f(z,y) =y

3.4.3 Satz

Sei D C R™ offen und seien f,g: D — R stetig differenzierbar.
Wenn f in a € D ein lokales Extremum unter Nebenbedingung g(z) = 0 hat
und grad g(a) # 0, dann gibt es ein A € R (Lagrangescher Multiplikator) mit

grad f(a) = X - grad g(a).

Beweis

0.B.d.A. sei D, g(a) # 0;sei a = (a’, ap,). Wegen des impliziten Funktionensatzes
existiert eine offene Umgebung U von o’ und eine differenzierbare Funktion
h:U — R mit h(a') = a, und g(a’, h(z')) = 0 fiir alle 2’ € U.

Also hat o' — f(a/,h(2")) in @’ ein lokales Extremum.

Also gilt fiir 1 <i < n, dass

1. D;f(a) + Dypf(a) - Dih(a") =0
2. Dig(a) + Dng(a) - Dih(a") =0

Wenn grad f(a) = A - grad g(a), dann D, f(a) = AD,g(a), also A = gnﬁg;
Fir 1 <i <n gilt:

D;f(a) = =D, f(a) - D;h(a’)

1

_ D,.f(a) Dagla) ™" Digla)
=A-D;g(a)

Beispiel (von oben)

glz,y) =2 +y*—1=0
f(z,y) =zy

Dg(az,y) = (Q.I,Qy) Df(x,y) = (y,a:)

(2)-s(i5 ) 1-v

y = A2x T = A2y
z =2y =4\z y=4\%y

Also 4A\? =1, d.h. A = £3 und somit z = y oder y = —=.
Also sind die lokalen Extrema:
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<_ g — @ globale Maxima

globale Minima

Ay
%

1

Min

Wir wissen: g~1(0) ist kompakt, weil g~1(0) abgeschlossen und beschrinkt ist.

Also nimmt f auf g~1(0) einen gréBten und einen kleinsten Wert an.
Maximum kann in (?, g) oder (—g, —g) sein und ist tatséchlich in bei-

den, da f dort den Wert % annimmt (analog fiir Minima).

Beispiel

gz, y,2) = +y+2-U=0 U konstant z,y,z >0

Bemerkung: / f(z,y, z) ist die Fliche des Dreiecks mit den Seitenléngen z,y, z
(Heronsche Formel).

Hintergrund des Beispiels ist also die Maximierung der Fliache eines Dreiecks
bei vorgegebenem Umfang.

~—

grad g(z,y,2) = (1,1,1

_U (U )(Q—Z)
grad f(z,y,z) = :g Eg i%ﬁ Eg :;g

-5

2E—=> ——y=——x=>r=y (analog fiir z,y)



Es kénnen aber nicht alle Seiten gleich % sein. O.B.d.A. sei z # %, dann ist
r = y. Angenommen z = y = %, dann miisste z = 0 sein. Also liegt einer der
folgenden Fille vor:

lL.z=y=2= %
2. Eines der x,y, z ist gleich 0

Fall 2 ist allerdings fiir ein Dreieck nicht sinnvoll. Also ist die Flidche des Dreiecks:

VIG S5 =VEE) =45
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Kapitel 4

Differentialgleichungen

4.1 Einleitung

Eine Differentialgleichung (Dgl.) ist eine Gleichung, in der Ableitungen von ein
oder mehreren Funktionen (in einer oder mehrerer Variablen) in Zusammenhang
gebracht werden.

Wenn alle Funktionen nur von einer Variablen abh&ngen so spricht man von
gewohnlichen Differentialgleichungen

F(2.f(@). @), (@) =0
ansonsten von partiellen Differentialgleichungen

F( of of Oy 0 O 8(”)f)zo

“Y o Oy’ 0x2’ dzdy’ Oy2’ N oy

Die Ordnung der hichsten in einer Differentialgleichung auftretenden Ableitung
heifit die Ordnung der Differentialgleichung.
Besonders wichtig sind die sogenannten linearen Differentialgleichungen

@y (@) + an 1@y @) + .+ @)y (@) + a0(@)y() = b(a)
(lineare gewohnliche Differentialgleichung)

O*f D*f O*f of of
a2087x% + ““7&@13@ + GOQTx% + alﬁixg + a287m2 +aof=0b

(aij,ar,b von x1,x9 abhéngig) (lineare partielle Differentialgleichung 2. Ord-
nung)

Notation oft y(™ fiir 4™ (z); oft schreibt man ¢ fiir = (¢ steht hier fiir Zeit)
e y(t) bzw. y fiir y/(¢) (entspricht der Geschwindigkeit)
e i(t) bzw. ¢ fiir y”(¢) (entspricht der Beschleunigung)

. Of . 9%f
fxy fur m, fJLJ, fur 2
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Beispiele
1. yy' = x ist eine nichtlineare gewshnliche Differentialgleichung
2. 5y + 2%y’ —sin(x)-y = 0 ist eine gewohnliche lineare Differentialgleichung

3. f2, + fyy = zy ist eine nichtlineare partielle Differentialgleichung 2. Ord-
nung

4. fo— a2y fy = 0 ist eine lineare partielle Differentialgleichung 1. Ordnung

Interessante Differentialgleichungen kommen aus Anwendungen in der Physik,
den Ingenieurswissenschaften, der Okonomie, etc. sowie der Robotik.

1.
Ay =y(t + At) —y(t)

x eyt (e>0)

Durch Grenziibergang (At — 0) erhalten wir

y(t)=c-y(t)  physikalischer: § = cy

y(0) = o
Losung:

y(t) = yo - e
Probe:

y(0) =yo-e* =yo-1=1yo

y'(t)=yo-c e =c-y(t)
(

2. Geburtenrate: G(t) = (a — b - y(t
Todesrate: T(t) ~ (c + dy(t)) - y(
Ay
— = t)—T(t)) -yt
Vs (@) - 1(0) o)
Durch Grenziibergang (At — 0) erhalten wir

Y = (a—c)y(t) = (d+b)y*(t)
T T

y = ay+ By
(nichtlineare Dgl. 1. Ordnung, Bernoullische Differentialgleichung)
Losung;:

1
cre=t

y(t) =

wobei ¢ = yl—o—l—gund 02:—§
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Beispiel Durchschnittsgeschwindigkeit eines Teilchens
z(t) beschreibt den Ort des Teilchens zum Zeitpunkt ¢.

w(t+ Af) —a(t)
Y e [t z(t)

x(t+ At) = z(t) + f(t, z(t) - At
” Differenzengleichung” (bei fixem At und diskreter Zeit)

Fiir z(tp) = zo lassen sich alle x(t,,) fiir ¢, = to + n - At berechnen.
(Naherungsverfahren fir zg, z1,...,Zn,-..)

Physikalische Beispiele

Bewegung eines Trabanten mit der Masse m um einen Planeten mit
der Masse M

mx

M

Abbildung 4.1: Gravitationsgesetz

x ist der Ortsvektor des Trabanten relativ zum Planeten als im Ursprung ange-
nommen; mi die Kraft, die der Planet auf den Trabanten ausiibt.

. r mMy
mi= — -
ol [l

(v >0 Gravitationskonstante)
Die Differentialgleichung hat also die Form & = f(x).

Frage ,Wie schnell muss sich der Trabant bewegen, um auf einer Kreisbahn
zu bleiben?¢

Ansatz

cos wt . .. .
z(t)y=r ( sinwt ) w # 0 Winkelgeschwindigkeit

. o [ —coswt 9 —M~
i=rw =—w’ = ||$||3x
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Bewegung im Schwerefeld der Erde

. Mm
mit = —y—3 (r(t) e R)
— M
r = —-——
[I7[[?

M
2

In Erdné&he ist r = r,, dem Erdradius und '%4 =
gilt:

r=-g
Die Funktion
r(t) = ro + vot — %tQ
erfiillt die Differentialgleichung # = —g, da
7(t) =vo — gt P(t) = —g
wobei
7(0) = vy r(0) =g

ro ist also die Startposition des Objekts, vy die Anfangsgeschwindigkeit.

W

Bewegung einer Feder

mi = —kx —rix

Dabei ist k die Riickstellkraft der Feder und r der Reibungskoeffizient.
Fiir r =0:
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Die Funktion

k
_ s it w = 4/ —
z(t) = sin(wt + ¢) mit w -

erfiillt die Differentialgleichung, da
z(t) = wcos(wt + ¢)

Z(t) = —wsin(wt + ¢)

k.
=- sin(wt + ¢)

k
=——=
m

Um die Anfangsbedingung (0) = 0 zu erfiillen, setzt man ¢ = 0.
Also ist

o-en(yE-)

eine Losung der Differentialgleichung mit Anfangsbedingung x(0) = 0.

4.2 Spezielle gewohnliche
Differentialgleichungen erster Ordnung
Losungsfamilie:
y(@) = g(z,c) (c€ICR)
Oft kann man den Parameter ¢ aus einer Anfangsbedingung y(xg) = yo eindeutig

bestimmen.

4.2.1 Trennung der Variablen

9(y)

Aus H(y) = F(z) + ¢ kann man oft y explizit bestimmen.
Aus einer Anfangsbedingung y(zo) = yo ergibt sich H(yo) = F(z0) + ¢, also ist
¢ = H(yo) — F(zo).
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Beispiel

y' = p(z) - y hat die konstante Losung y = 0. Fiir H(y) = In|y| gilt H'(y) = %

Sei P’ = p, also F(x) = P(z).
Trennung der Variablen ergibt die Gleichung

Inly| = P(a) +c

Fallunterscheidung;:
1. Fally > 0: Iny = P(x) + ¢, also y = e© - eF'®)

2. Fally < 0: —y =¥ = eP® also y = —e¢ - P

y =+e" - "0 Plx) = Pl(x) -y = p(x) -y
Aus der Anfangsbedingung
y(xo) = xe® - e(70) =y

ldsst sich ¢ wie folgt bestimmen, wobei das Vorzeichen als das von gy zu wéhlen
ist:

+yo
eP(JCO)

c=1In =In+yo — P(x0)

4.2.2 Substitution bei Ahnlichkeitsdifferentialgleichungen

y=1(2) s

Ansatz:
_ y(=)
z(x) = .
d.h. y(z) =2 - z(x).
Dann gilt

y'(x) = 2(x) + 22'(2)

und somit
Y
y(@) = (%)= 1)
Also erhalten wir fiir z die Differentialgleichung:
S = f(Z) —z
x
Wenn z die Differentialgleichung 2’ = £ (2_2 erfiillt, dann gilt fiir y = - 2, dass
[—— . —
y== Ttz 1Dg1.f1’irz
= %-x—kz:f(z)—z—hz:f(z)
s
= 1%
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Die Differentialgleichung fiir z 16sen wir mit Methode 1 (Trennung der Varia-
blen):

1
[ 5= 4 = HG) = F@) +e = halal ¢

woraus man gegebenenfalls z bestimmen kann.

Beispiel

1
H(z):/ 5 dz=lnz+c

22—z
Partialbruchzerlegung:
1 A B

= 2

22

ergibt A =—1, B =1 und somit

-z z 22—z
H(z)=In(l1-2)—lnz=Ihz+c
Fir x > 0 erhalten wir
1—2
z

=T-e

l—z=¢€¢2-2

1
z2=—
1+et-x
Riicksubstitution:
T
=X - xT —_——_—
y@) = 2(@) = 1

Bestimmung von c:

1

1)=-
y(1) =3
L1 e3=1l+ewef=2s In2
— = = e e = CcC=1Iin
3 14ec-1

Also ist die Losung der Differentialgleichung:
T

y(@) = 1422

(0]



4.2.3 Variation der Konstanten bei linearen Differential-
gleichungen

y =px) y+r) (homogen, wenn r(x) = 0)

Im homogenen Fall ist die allgemeine Losung y;, = C-e”(®) wobei P'(z) = p(x),
da

yh = P'(x)-C- " =p(a) -y
Im inhomogenen Fall verwenden wir den Ansatz:

y = c(z) - P @

(”Konstante” ¢ variiert mit x)

Y (z) = (x)- eP@) c(x) - eF@) 11@
y() p(@)

¢ () " 4 p() - y(o)

= (@) " 4y (@) —r(2)

d.h.

ooy T(x)

d(z) = P()
Also

c(x) = /r(x) e P dy
Satz

Die allgemeine Losung von y' = p(x) - y + r(x) ist

y=el@. C—i—/r(x)-e_P(I) dx}

Fiir die Anfangsbedingung yo = y(x) erhalten wir die spezielle Losung

x

y=el@. yo-l—/r(t)-e_P(t) dt

Zo

yo(z) = ) [r(z)
Problems und yp,(z) =
p(x) - y.

Also ist die allgemeine Lésung von y' = p(x)-y+7r(x) gegeben durch y = yo+yn.

e P@) dx ist eine spezielle Losung des inhomogenen
C - eP®) die allgemeine Losung des Problems von y’ =

Beweis Wenn v und v Lésungen von 3y’ = p(z) - y + r(z) sind, dann gilt

(u—=v)' = =" =p@) utr(z) = (p() v+r) =p)(u-"2)

also ist u — v Losung des homogenen Problems.
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Beispiel

vy =z-y—2z

ple) =z r(@)=-2c Pl)=>

Wir sehen, dass die konstante Funktion yo(z) = 2 eine spezielle Losung ist.
Also ist die allgemeine Losung;:

.2

y(x) =2+c-e* (ceR)

2

Fiir (0) = 3 ist die Losung y(z) =2+ ¢e= .

4.2.4 Substitution bei Bernoullischer
Differentialgleichung

y' =p()-y+r@@)-y"  (n+0,1)
Ansatz z(z) = y(z)
dw)=(L=n)-y™" -y
=Q@Q=n)-y " (p(x)-y+r)- y")
=1 —n)-y""plx)+ (1 —n) r(z)
et
= (1 =n)-(p(x) - 2(z) +r(z))

Die Differentialgleichung lidsst sich mit Methode 3 (Variation der Konstanten)
16sen.

Beispiel

1
2 =z—2?
x

Dies ist eine lineare Differentialgleichung mit der allgemeinen Lésung (nach
Methode 3, Variation der Konstanten)
— Yo g2
z= 2(0 x*)
Die Riicksubstitution ergibt
2 2
z(c—a2)  cx—ad
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4.2.5 Riccatische Differentialgleichung

/

v =plx)-y+r(x)y° +q(z)

Satz

Sei u eine spezielle Losung der Riccatischen Differentialgleichung und v die
allgemeine Losung der Bernoullischen Differentialgleichung

o' = (p(e) + 2u(z)r(z)) - v+ r(z) - v° (1)

dann ist u + v die allgemeine Losung der Riccatischen Differentialgleichung.

Beweis

!

cu+r(x) - u® 4 q(x) +px) - v+ 2ur(z) - v+ r(z) - v?

)
(z)(u+v) +r(z) - (u? + 2uv + v?) + q(x)
() (u+v) + 7(z)(u+v)* + g(x)

Wenn u eine Losung der Riccatischen Differentialgleichung ist, dann ist u — u
eine Losung von (f).

also erfiilt @ — u die Differentialgleichung (7).
Beispiel
y=y-y'+2 y(0)=5

plx) =1 ql@)=2 r(x)=-1

u(x) = 2 ist eine spezielle Losung fiir Riccatischen Differentialgleichung

(1) v =1 —u)v—v?

(1) v =-3v—12?

hat die allgemeine Losung (nach Substitution bei Bernoullischer Differentialglei-
chung)
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3

y(@) = u(@) + (@) =2+ —"—

3
y(0) =2+ — c
Somit ist die Losung der Riccatischen Differentialgleichung bzgl. des Anfangs-
werts y(0) =5

3
—94 2
y() N T—

4.2.6 Losung exakter Differentialgleichungen
Motivation

Angenommen die Funktion y(x) erfiillt die Gleichung u(z,y) = c fiir ein ¢ € R.
Dann gilt

g (z,y) -1 +uy(z,y) -y =0 (1)
HZ_/

QO

Q|

Definition
Sei R ein offenes Rechteck im R2. Eine Differentialgleichung der Form
f@y) +g(@y) -y =0 (1)

mit stetig differenzierbaren Funktionen f, g heifit exakt, wenn es eine Funktion
u: R — R gibt mit f = uy(z,y) und g = u,(z,y). Offenbar ist y eine Losung
von (1), wenn sie u(x,y) = c erfiillt.

Satz

Seien f,g: R — R stetig differenzierbar mit f, = g,. Dann ist die Lésung von
(f) mit Anfangsbedingung y(z) = yo implizit gegeben durch u(z,y) = c¢ fiir ein
c € R, wobei

T Yy
u(z,y) = / f(6.y) dE+ / 9(z0,m) dn
Beweis
uz(z,y) = f(z,y)
uy(z,y) = /fy(cf,y) d€+ g(zo,y) = 9(z,y) — g(wo,y) + g(x0,y) = g(x,y)
o =g, (¢,y)

Bemerkung Damit u, = f und u, = g muss gelten f, = uzy = Uy, = g, (da
u 2-mal stetig differenzierbar ist).
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Bemerkung Zur eindeutigen Auflésbarkeit von u(z,y) = ¢ muss man anneh-
men, dass u, = g(z,y) # 0 (Satz iiber implizite Funktionen).

Beispiel

’_ x4+ y?
1 —2ay

& (1-2xy) -y —(z+y°) =0
—_— Y
g(z,y) f(z.y)
y(0)=0 20 =0=1yo

Es handelt sich also um eine exakte Differentialgleichung, da

fy(z,y) = =2y = gu(2,y)

T )
2
X
U(xvy)=—/£+y2d£+/1dn=—7—y2x+y
0 0

Also ist eine Losung gegeben durch y = y?z + 7”2—2
Hierzu 16st man mit Hilfe der ” pg-Formel”nach y auf, wobei man das Vorzeichen
in Abh#ngigkeit von der Anfangsbedingung zu wéihlen hat.

4.2.7 Loésung durch Ubergang zur Umkehrfunktion (,, Ver-
tauschung der Variablen*)

y' = f(z,y)
Zur Erinnerung: (f~1)/(a) = ﬁ

z als ,,Umkehrfunktion von y*“:

, _ 1 _ 1
W= 5w T ey

Oft kann man die Differentialgleichung fiir 2(y) mit einer der vorigen Methoden
16sen.

Beispiel
’ ry
VS e y(3)
Durch Vertauschen der Variablen gehen wir iiber zu
2 3 3
o= Ty 2(1) =3
Ty
[ i + 37y2
y x
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(Bernoullische Differentialgleichung mit n = —1)
Diese 16sen wir mit dem Ansatz z = 22. Fiir z ergibt sich dann die Differential-
gleichung

7 = gz + 61/
Yy
Diese Differentialgleichung 16st man mittels Variation der Konstanten.
y)=c-y*+6y°  (ceR)
Aus der Anfangsbedingung ergibt sich
z(1)=2(1)*=9
und somit
c+6=9=c=3

also ¢ = 3.
Somit ist die eindeutige Losung fiir z gegeben durch

2(y) = 3y* + 6y°
und die fiir  durch
z(y) = V/3y* + 6y3

(Vorzeichen positiv, da z(1) = 3)

4.3 Existenz- und Eindeutigkeitssitze
Wir betrachten ein Anfangswertproblem
v =rflzy)  yleo)=w (1)
wobei f: R — R eine stetige Funktion ist und R ein Rechteck, d.h.
R={(z,y) € R? ‘ lz—x0l <a, |y—yo| <b}
Sei

M = max x,
(w’y)ele( y)l

= min i
a= a,M

4.3.1 Satz (Peano)

Wenn f stetig auf R ist, so besitzt das Anfangswertproblem (1) mindestens eine
Losung auf [zg — o, 2 + a.

und
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4.3.2 Definition
f heifit Lipschitz-stetig in y auf R mit Lipschitz-Konstante L (> 0), wenn
R

|f(x,y1) — f(z,y2) < Lly1 — y2 fir alle (z,y1), (z,12) €

Bemerkung
1. Eine hinreichende Bedingung dafiir ist, dass g—g auf R stetig ist.

(man setzt dann L = max |Daf(x,y)|)
(z.W)ER

2. f(z,y) = |y| ist Lipschitz-stetig auf R in y (L = 1), aber f ist in (z,0)
nicht differenzierbar.

4.3.3 Satz (Picard-Lindelsf)

Wenn f Lipschitz-stetig in y auf R ist, dann hat das Anfangswertproblem (1)
genau eine Losung auf dem Intervall I = [xg — a,x9 + ], die iterativ mit
folgendem Verfahren angenéhert werden kann:

Man wihle eine stetige Funktion ug : I — R mit graph(ug) C R, d.h. fiir alle
x €1 gilt ug(x) € [yo — b, yo +b]. (z.B. uo(z) = yo)

Die rekursiv definierte Folge (u,,) mit

Unt1(2) =yo + /f(t,un(t)) dt

konvergiert dann auf I gleichméfig gegen die eindeutige Losung der Differenti-
algleichung.

Motivation

Unter der Annahme y(zg) = yo ist

y/ = f(%y)

dquivalent zu
y(@) = o + / f(@,y(x)) dz = T(y)(x)

Die Folge (u,,) ist dann gegeben durch
Uy = T (up)

Es gilt

T (u) = T(v)|(z) < /If(w,u(x)) — fz,v(2))| do
2o <Llu(@)—v(o)]

< |o = wolLfu — o]l

|z — zo| < « stellt sicher, dass | — zg| - L (fiir geeignet gewéhlte Lipschitzkon-
stante L) geniigend klein bleibt, um die Konvergenz sicherzustellen.
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Exkurs: Banach’scher Fixpunktsatz

(X, )
—~—
Metrik
fX—>XmitVayl|f(z)— fly)| <Llx—ylmit 0< L < 1.
Sei xg € X beliebig. Fiir x,, = f™(x) gilt dann

d($n+2u mn+1) S Ld(anrlaxn) S .. S Lnd(:]&gf0)7x0)
—_— ——

geom. Reihe
Beweis (mittels vollstdndiger Induktion)
Induktionsanfang fiir n = —1:

1
d(In+2,LL‘n+1) = d(ﬂchl‘o) < —- d(Il,Llio) =L". (Il,xo) (da O0<L< 1)

~

Induktionsschritt n — n + 1:

d($n+37 xn+2) = d(f(xn+2)7 f(mn+1))
< L-d(zpi2, Tni1) (da f Lipschitz-stetig)
< L-(L"-d(z1,z0)) (mit I.H.)
= Ln+1 : d(l‘l,l‘o)
Da L < 1 und somit Y. L* konvergiert, folgt, dass (z,,) eine Cauchyfolge ist.
k=0

Wenn (X, d) Cauchy-vollstindig ist (d.h. jede Cauchy-Folge konvergiert), dann
ist z := lim =z, ein Fixpunkt von f, da

n—oo

flx)=f ( lim Jin) = lim f(z,) =2 (weil f stetig ist)
n— oo n— 00 w )
Tyl
Bemerkung des Satzes von Picard-Lindelsf

1. Die Aussage gilt auch fiir S = {(z,y) € R? | |z — 20| < a} wenn f auf S
in y Lipschitz-stetig ist.

2. Fiir uy, gilt yo — b < wup(x) <yo + b fir alle z € I.

Beispiel
1.
y=2"+y>  y(0)=0
——
f(@)

f ist stetig differenzierbar, also ist f Lipschitz-stetig in y.
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ug(x) =

=0
Ul(x)—o/f(x,uo(z)) d:z::/x2 dr = =

3
0
r 3 2’
us(z) = /f(%ul(ac)) dx = 3 + 3
0
I 215

us(®) = 55+ 63 T 50835

Also ist die eindeutige Losung durch eine Potenzreihe gegeben.

Y=y y0)=1

8 2
f(l‘,y)ZaiyZ

Auf Rechtecken ist f Lipschitz-stetig, auf S = [—3, ] x R ist f aber nicht
Lipschitz-stetig, da

2y

If(y1) — f(y2)| = \yf —?J§| = ly1 +yol - ly1 — 2|

und |y; + y2| beliebig grof werden kann, auch wenn |y; — y2| < e.

Mit der Bernoulli-Methode erhélt man die eindeutige Losung y(z) = .

1—x

(Hierzu wéhlt man fiir die Substitution z = % und erhélt als Differen-

tialgleichung 2’ = —1 mit der allgemeinen Lésung z(z) = —z + ¢. Die
Riicksubstitution ergibt y(x) = %_‘_C Mit y(0) = 1 erhélt man die ein-
deutige Lésung y(z) = )

Also lasst sich der Satz von Picard-Lindelsf nicht umkehren.

4.4 Spezielle Differentialgleichungen

2. Ordnung

Wir betrachten Anfangsprobleme der Gestalt

v' = flx,y,y)  ylwo) =a0 y(ze) =

Da die Differentialgleichung 2. Ordnung ist, miissen wir zum Zeitpunkt xg so-
wohl den Ort « als auch die Geschwindigkeit vy vorgeben, um die Eindeutigkeit
der Losung zu garantieren.

84



4.4.1 Funktion y tritt nicht auf

y// = f(J?, y/)
Lose 2z’ = f(x,z) mit Anfangswert z(z1) = ;. Dies ist eine gewthnliche Diffe-
rentialgleichung 1. Ordnung, die man gegebenenfalls mit den Methoden aus [.2]
16sen kann. Dann ist

x

y(x) = ap + /z(m) dx

die Losung des urspriinglichen Anfangswertproblems.

4.4.2 Unabhingige Variable tritt nicht auf

y' = f.y)
Wir leiten eine Differentialgleichung fiir die Umkehrfunktion z(y) (,, Tausch der
Variablen“) her. Dazu muss 3’ # 0, insbesondere a;(= y'(z9)) # 0; es gilt

Somit ergibt sich fiir " aufgrund der Kettenregel

” _ixl :i ;
0= 50 =5 (5507)

= (@) y"(2(y) o' = =)y = =) f(y,0))

——@ 1 (n3)

und somit die Differentialgleichung

2'(y) = @' W) fl )

Dies ist eine Differentialgleichung 1. Ordnung fiir 2’. Die Anfangsbedingungen
sind
1

x(a) = T (o) = —
o7

Wenn man in 2'(y) = ﬁ fiir x den Wert x( einsetzt, erhélt man:

1 1
/ = / = = —
T (040) = (y(‘TO)) y/(xo) a;
Lose nun die Differentialgleichung fiir #’ mit Anfangsbedingung /(o) = -

(o5}

mit der Methode aus [£.4.1]
Wenn u die Losung ist, dann setze

x

z(y) = ap + /u(t) dt

o
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Beispiel

N2
Es gilt
_ (13 l _ _(\3. —1 fxi/

und wir erhalten das Anfangswertproblem

und damit
y=+vb6zx+9

(Vorzeichen ergibt sich aus y(0) = 3)

4.4.3 1z und ¢ treten nicht auf
Wir betrachten Differentialgleichungen der Form
y' = fly)
Physikalisch bedeutet dies, dass die Kraft nur vom Ort abhéngt.

Vorgehensweise

Wir multiplizieren die Differentialgleichung mit 2y’:
20y =2f(y)y

Wenn F’ = f, dann gilt nach Integration
(¥)?=2F(y)+c  (ceR)

Aus der Anfangsbedingung folgt, dass ¢ = a2 — 2F (). Wenn man die Stamm-

funktion F so gewihlt hat, dass F'(ap) = 0, dann gilt ¢ = o3.
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Also ist

Yy =+4/2F(y) + a2 mit y(zg) = ag

wobei
Fo) = [ £ di

Fiir die Wurzel wihlt man das Vorzeichen von «;.
Dieses Anfangswertproblem erster Ordnung kann man gegebenenfalls mit den
Methoden aus Abschnitt 16sen.

Beispiel: Rakete im Schwerefeld der Erde
Sei m die Masse einer Rakete und M die Masse der Erde.

Fragestellung: ,Wie verhilt sich eine Rakete im Schwerefeld der Erde, wenn
diese mit einer bestimmten Startgeschwindigkeit vy von der Erde aus in den
Weltraum geschossen wird?*

Die zugrundeliegende Differentialgleichung ergibt sich aus dem Gravitationsge-
setz:

. —ymM
ms = 3

S

Hier kann m gekiirzt werden; das Problem ist also unabhéngig von der Masse
der Rakete. Wir erhalten folgendes Anfangswertproblem:

. M
S =

5 s(0)=s0(>0) $=1v9(>0)

S

Frage: ,Wie muss man vy wihlen, dass s beliebig grof§ wird, d.h. die Rakete
das Schwerefeld der Erde verldsst?
Nach Methode 3 erhélt man:

§=1/2F(s) +v3

wobei

S

—yM M

t=s 11
e
t=sp S So

Wir erhalten nun das Anfangswertproblem:

1 1
§= |29M=—29M— 42 = /% +b  s(0) = s
~—~— S S0 S
—_———

a
b

50

Fiir b > 0 gilt $ > 0. Die Geschwindigkeit ist also immer nicht-negativ, d.h. die
Rakete fillt nicht zuriick.
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Es gilt b > 0 genau dann, wenn vy > 4/ % Wir werden sehen, dass 4/ % die
minimale Geschwindigkeit ist, die die Rakete zum Startzeitpunkt haben muss,
um das Schwerefeld der Erde zu verlassen.

Fiir die realen Bedinungen auf der Erde (y = 6,7 - 1072, M = 6-10%7, 59 =
Erdradius ~ 6,3 - 103) ist vg ~ 11,297km/sec.

Wir betrachten nun den Grenzfall b = 0, d.h. die minimale Startgeschwindigkeit
vg, bei der die Geschwindigkeit gerade noch > 0 bleibt. Dabei interessiert uns,
ob die Rakete bei dieser Geschwindigkeit auch das Schwerefeld der Erde verlasst.
Mit Trennung der Variablen erhalten wir

3 |"=s

Hc:s/f /ff” i = (-

m\w
Cn

ol

N~

Fiir t =0 ist s = sp und somit ¢ = 0. Durch Auflésen nach s erhalten wir

o= ()’

Weil M > 0 wird s beliebig grof}, also verlisst die Rakete das Schwerefeld der

Erde bei Startgeschwindigkeit ,/27M Wir zeigen nun, dass dies die minimale
solche Geschwindigkeit ist. Angenommen b < 0, dann auch

g+b20 & & s<7(>0)

—a

Die Rakete kann sich also nicht weiter als =+ von der Erde entfernen.

Da Z—z < S% gilt aufgrund der Differentialgleichung
—yM  —yMb?

§= < =:c<0
s2 T a2

Also gilt fiir die Geschwindigkeit

t

S(t) = Vo +/S(t) dt

0

¢
—~ Mb>
Svo-i-/ 72 du

a
0
—yMb?
ZU()-i-t-( 72 )
a
=vo+t-c

Da ¢ < 0 kann $(t) fiir geniigend grofes ¢ beliebig negativ werden; somit f&llt
die Rakete also auf die Erde zuriick. Spétestens fiir

CL2

t>t)= ——

- Vo
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wird $(t) negativ, d.h. spitestens zum Zeitpunkt to wird der ,,Point of Return
erreicht. Fiir ¢ mit s(t) < 5% gilt 5(t) > 0 und somit kann die Geschwindigkeit

nicht 0 werden, bevor der Punkt =* erreicht ist. Also ist die Funktion

s 1[0, 0] — [s0, —%]

streng monoton wachsend.
Fiir die Umkehrfunktion gilt #/(s) = -1~ = —=—. Also ist

s (t) \/g

—a
b

t*/ ds
0" T3

S0

der préazise Zeitpunkt der Umkehr.

4.4.4 Die lineare Differentialgleichung 2. Ordnung
Wir betrachten Differentialgleichungen der Form

1

y' =plx)-y +q(x)-y

Die Funktion y(xz) = 0 ist hier immer eine Losung. Sei y; eine nichttriviale
von 0 verschiedene Losung. Weitere Losungen findet man durch ,, Variation der
Konstanten*. Hierbei verwenden wir den Ansatz

Yy=v-4yn
Es gilt

y'(x) =0'(2) -y (2) +u(@) -y (2)

y"(x) =v"(x) - ya(2) + 0" (@) - i (@) + 0" (2) - i (2) + v(@) - g1 (2)

v (@) -y (@) + 20" (2) -y (2) + o(z) - gy (2)

Wir erhalten durch Einsetzen in die Differentialgleichung

y" () = p(x)v'(2)yi (z) + p()v(2)y) (2) +q(x) v(z)y: ()
p(z)-y’ Yy

Wenn y die Differentialgleichung erfiillt, dann gilt
o"yr + 20"y oyl = pu'ys + poyy + quyn = po'ys + vy
—_———

v(pyy + qu1)
—_————

vy
und somit

0"y + 20"y = po'y
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also

o () = p(x)v (@)1 (x) — 20" (x)y; (2)
y1(x)

v 42

Man berechne nun die Lésung fiir v/ mit , Trennung der Variablen“ und in-
tegriere diese. Entstehende Parameter werden durch die Anfangsbedingungen
fixiert.

Beispiel
2 2
yV'= — -y y)=1 y(1)=0
~~ =~
p(z) q(x)

Offenbar ist y;(x) = = eine Losung der Differentialgleichung.
Ansatz:

y(z) = v(z) - y1(2)

v =) (2-27) =0

xT xT

Also ist v(7) = c12 + ¢ und y(z) = c12? + coz. Aus
yl)=1l=c+c y'(1) =0=2c1 +co
folgt ¢y = —1 und ¢y = 2. Also ist
y(x) = —2? + 2z

die Losung der Differentialgleichung.

4.5 Lineare gewohnliche Differentialgleichungen
n-ter Ordnung

Wir betrachten Differentialgleichungen der Form

an(2)y"(2) + an_1(2)y" (@) + ...+ ar(@)yP (@) + ao(z)y(z) = b(z) (1)

L(y)(=)

wobei « € I (I ist ein Intervall in R), alle a;(x) stetig und a,(z) # 0 fur © € I.
L ist linear, d.h. L(c-y) = ¢- L(y) und L(y1 +y2) = L(y1) + L(y2). Also schreibt
man in kompakter Form L(y) = b. Die Differentialgleichung L(y) = 0 nennen
wir das (zugehorige) homogene Problem.

Als Anfangsbedingungen miissen gegeben sein:

y(O)(mo) =Qp, .., yn_l(xo) = Qp_—1 (2)
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Die Menge der homogenen Losungen {y|L(y) = 0} bildet einen Vektorraum, da

L(y) =0= L(c-y) =c-L(y) =0
L(y1) = 0= L(y2) = L(y1 +y2) = L(y1) + L(y2) =0

Gesucht: n linear unabhéingige Losungen 1, ..., y, von L(y) = 0; diese heilen
Fundamentalsystem bzw. Integralbasis.

Wenn y, eine spezielle Losung von (1) ist und yp, = ¢1 - y1 + ... + ¢ - Y die
allgemeine Losung des homogenen Problems L(y) = 0 ist, dann ist y. + y; die
allgemeine Losung von (1).

Zur Erinnerung: vi,...,%y, linear unabhingig bedeutet

ayi+...+epyn=0=>c1=...=¢, =0

Definition: Wronski-Matrix

(@) o ()
W(z) = : :
w' @) e ()
4.5.1 Satz
Seien y1, . . ., Yn (n-1)-mal stetig differenzierbar. Wenn y1, . . ., y,, linear abhiingig

sind, dann det W(x) = 0 fiir alle x € I.

Beispiel

Sei I = R und y;(z) = z, yo(x) = 2% — 2, ys3(x) = 22% + 3z — 4. Wir wollen
priifen, ob diese Funktionen linear abhéngig sind.

x x2—2 222 +3zx—4
WE)y=(1 2z dx + 3
0 2 4

det W(z) =z - (8z — 8z — 6) — (4(z” — 2) — 2(22° + 3z — 4))
= 6z —42® +8+ 42 + 62 —8
=0

Dies erlaubt es noch nicht, obigen Satz anzuwenden. Trotzdem sind y1, y2, Y3
linear abhéngig, da

Y3 = 2y2 + 3y1
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Beispiel

Sei I = R und y;(x) = &, y2(x) =sinz, ys(x) = cosz.

r sinz cosT
W(z)=|(1 cosz —sinz
0 —sinxz —cosx

—sinx —cosz —sinz —cosx

detW(z) — 2 -det ( CoOsT —SlH.’L‘) 1. < ST COsST )

2

=2 (—cos’x —sin®z) — (—cosz - sina + cosx - sin x)

=—z

Also ist z.B. det W (1) # 0 und damit sind nach obigem Satz yi,ys2,ys linear
unabhéangig.

4.5.2 Satz

Das Anfangswertproblem (1) mit Anfangsbedingungen (2) hat auf I eine ein-
deutige Losung.

4.5.3 Satz

Wenn y1, ...,y linear unabhingige Losungen von L(y) = 0 sind, dann ist ¢; -
y1+...+cn-yn(er,. .., cn € R) die allgemeine Losung des homogenen Problems
L(y) =0.

4.5.4 Satz

Wenn y1, . ..y, Losungen von L(y) = 0 sind, dann gilt entweder
i) det W(z) = 0 fiir alle x € T oder
ii) det W(z) # 0 fir alle z € I.

Im Falle ii) bilden y1, ...y, dann ein Fundamentalsystem.

Beispiel

x-(x—1)-y" —2z—-1)-y +2y=0

Diese Differentialgleichung hat folgende zwei Losungen: y;(z) = 2% und yp =
(r — 1)%2. Man beachte, dass der hochste Koeffizient x - (z — 1) nicht immer
ungleich 0 ist. y1, y2 sind linear unabhéngig, da

ey +dys =ca? +de® —2dr+d=0 = d=0,¢c=0
Koeff.vergl.

Wir berechnen die Wronski-Matrix und deren Determinante:
2?2 (x—1)?
Wiz) = <2x 2z — 1)
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det W(z) = 22%(x — 1) — 22(x — 1)* = (x — 1)(22% — 22° + 22)
=2z(x —1)
Also nimmt det W (z) sowohl 0 also auch von 0 verschiedene Werte an, was aber

nicht im Widerspruch zum Satz steht, da der héchste Koeffizient x - (x — 1) nicht
immer von 0 verschieden ist.

4.5.5 Variation der Konstanten

Sei c1y1 + ... + ¢y, die allgemeine Losung des homogenen Problems.

Ansatz

n

y(@) = () -y;()

j=1

Da die Wronski-Matrix invertierbar ist, hat

e X
wa | =]
i (2) 1)

a”(z)

eine eindeutige Losung. Integrieren der so gefundenen v, ergibt die Losung
n
y(@) =Y vj(z) - y;(z)
j=1

des Problems L(y) = b.

Beweis

heifit explizit
OZZyﬁi_1)~v; (1<i<n)
j=1

und

b ~ (n-1)
P 2y
j=1

93



Wir behaupten, dass

a) fir 0 <i<n gilt

@)=y (@) ()

y'" (x) 92 Z Y

Beweis fiir a) mit Induktion iiber ¢ von 0 bis n — 1:
Induktionsanfang (i = 0):

(0) Z vj (O) nach Definition von y

Induktionsschritt (¢ — i+ 1):

) d m d LI
(1) () — & (@) H G OV
y (@) = —y (@) = gy (z) - v;(x)
(1) (. @Dy
Zy (@) + 3y (@) v (x)
j=1
=0

Beweis fiir b)
d d [
(n) (n— 1) =
Yy (@) =y =% z:: vj ()
_ Zy(") Jrzy(n 1) Uj (z)

=S @) ) + 22
j=1
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n
Wir kénnen nun zeigen, dass y = Y v; - y; eine Losung von L(y) = b ist:
j=1

bl) = an(x) 4™ (2) = 3 an(x) -4y (@) v,

b)
= an(z) - y™ (x) + zn; :Z_I ak(x) - y§ (x) - vj(x)
o)y (a) 4 kz e Z yP(@) - v3(0)
= an(v) y" () +;§ak(w) y M (@)
=3 () @)

=

(* y; ist Losung des homogenen Problems)

Beispiel
"y = — =0 yO=1 1=(-7.7)
VY= osa ylr=uv v = -\ 272
Wir 16sen zuerst das homogene Problem y” = —y und erhalten die Losungen

y1(z) = cosx und ys(x) = sinz. Diese bilden ein Fundamentalsystem, da

cosr sinz
—sinx coszx

Wi = (
mit
det W (z) = cos?z +sin®z =1#0 fiir alle z € I

Eine Losung des inhomogenen Problems erhélt man durch ,,Variation der Kon-
stanten:

y(z) = vi(2)y1 (2) + va(2)ya(2)

wobei
v (x) ) ( 0 )
W(z ! =
- (50 ) - (L
d.h.
cosx - vj(z) +sinz-vy(z) = 0 (4.1)
—sinx - v)(x) + cosz - vh(z) = ! (4.2)
cos x

Aus (4.1)) erhalten wir
—sinz - vy(x) =cosz-vi(z)  und somit

vi(z) = —tan(z) - vh(x)
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Durch Einsetzen in (4.2)) erhalten wir

-2

sin“x , , 1 .
Y cosz- - d somit

cosa 2 () + cosx - vy(x) - und somi

(sin? 2 4 cos? z) - vh(z) = 1
—_————

=1

Also

vi(z) = —tanx
vh(z) =1

Durch Integrieren erhalten wir

vi(z) = In(cosz) + ¢1

va(x) = + ¢o
Die allgemeine Losung ist also
y(z) = (In(cosz) + ¢1) - cosx + (x + ¢2) - sinx (c1,c2 €R)
Wir bestimmen die spezielle Losung fiir das Anfangswertproblem:
y(0)=0=cy-cos0=¢; =0

y(0)=1=cy-cos0=cy=1

Somit erhalten wir als Losung fiir das Anfangswertproblem:

y(z) =In(cosz) - cosx + x - sinx + sinx

4.6 Lineare gewohnliche Differentialgleichungen
mit konstanten Koeffizienten
Wir betrachten Differentialgleichungen der Form
Ly)=y™ +ana-y" V4. +ar-y +a-y=bz) (s €R)

Hier bestimmen wir zuerst Losungen des homogenen Problems L(y) = 0.

Idee
y(x) = e (Ae Q)

Es gilt:
y® (@) = Ny()

Einsetzen in L(y) = 0 ergibt
()\"—i—an,y)\”_l—i—...—i—al-)\+a0)~e)‘°” =0

P(X)

Dies ist dquivalent zu P(X) = 0, wobei P(A) charakteristisches Polynom der
Differentialgleichung heif3t.
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4.6.1 Satz

Ist A eine k-fache reelle Nullstelle des charakteristischen Polynoms P(A) der

Differentialgleichung, dann sind y;(x) = e**, ... yp(x) = 2¥~1 . * linear un-

abhéngige Losungen des homogenen Problems.

4.6.2 Satz

Ist A = a+1if eine k-fache komplexe Nullstelle des charakteristischen Polynoms
P(X), dann sind

k-1

y1(z) = e - cos Pz, ..., yp(x) = 2" - e - cos O,

k—1

Ypr1(x) = e -sinBx, ... yox(x) = 27 - ™ - sin B

2k linear unabhéingige Losungen.

Erlduterungen

Ist A = a +i83, dann ist e’ = e*® . (cos Bx + isin Bx).

Man kann zeigen, dass e®* - cos Sz und e®* - sin Sz Losungen (des homogenen
Problems) sind, falls P(\) = 0.

Da die Koeffizienten a; alle reell sind, folgt aus P(\) = 0, dass P()\) = 0.

Es gilt: Re(e??) = Re(e®) und Tm(er®) = —Tm(e®).

4.6.3 Satz

Eine lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten hat n linear un-
abhéngige Losungen, die durch Satz und Satz vollstéindig beschrieben
werden (wobei von konjugiert komplexen Nullstellen nur eine einen Beitrag lie-
fert).

Beispiele

1. Wir betrachten die Differentialgleichung
y' +ary +ag-y=0
Das charakteristische Polynom
P(\) = A2 + a1\ +ag

hat die Nullstellen
1 /2
/\172 = —5 al + aj — 4a0

Fall 1 Falls a? > 4ap, dann erhalten wir zwei verschiedene reelle Lo-
sungen und fiir die Differentialgleichung die allgemeine Losung

y(x) =c1- M 4 e 27
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Fall 2 Falls a? = 4ag, dann erhalten wir eine reelle Losung mit Vielfach-
heit 2 und fiir die Differentialgleichung die allgemeine Losung
Uy

y(z) = (c1 + c2x) - €

Als Fundamentalsystem erhalten wir hier

/ )
Fall 3 a? < 4ay. Wir setzen 3 = #, a=—%und A = a+if. Als
Fundamentalsystem erhalten wir

y1(x) = e - cos fz ya(x) = ™% - sin fx
Als allgemeine Losung der Differentialgleichung erhalten wir
y(z) = ay1(x) + caya(x) = e T, (c1 cos Bz + co sin Bx)
. Wir betrachten die Differentialgleichung
y" — 6y’ + 11y —6y =0
Als (faktorisiertes) charakteristisches Polynom erhalten wir
PA) =X =6\ + 11\ -6
=A-1DA=-2)(A=-3)
Die allgemeine Losung der Differentialgleichung ist also
y(x) = c1e” + coe®® + c3e3” wobei c¢1,c2,c3 € R

. Wir betrachten die Differentialgleichung

" "

Y2y — 2y —y=0

Als (faktorisiertes) charakteristisches Polynom erhalten wir

POA) =M +2)3 —2x -1
=A+1)P*0\-1)

Wir erhalten als Fundamentalsystem

yi(z) =e

ya(z) =€ "
ys(x) =x-e "
ya(z) = 2% 7"

und somit als allgemeine Losung

y(x) = c1e” + (co + ca3x + cqz?) 7" (c; €R)
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4. Wir betrachten die Differentialgleichung

y' +y=0

mit dem charakteristischen Polynom
PO\ =M +1

Als Losungen fiir A erhalten wir
A2 = i

Daraus ergibt sich das Fundamentalsystem
yi1(z) =cosxz  ya(x) =sinz

und die allgemeine Losung

y(x) = cycosz + cosinz

5. Wir betrachten die Differentialgleichung
y" —y=0
mit dem (faktorisierten) charakteristischen Polynom
PA)=M—-1=\+1) (\*-1)

———
(A=1)(A+1)

Wir erhalten als Fundamentalsystem

yi(z) =¢€°
ya(z) =€°
ys(x) = cosx
ya(z) = sinx

und somit als allgemeine Losung

y(r) = c1e” + coe” ¥ + c3cosT + ey sine

4.6.4 Satz (Losungen inhomogener Probleme)
Wir betrachten nun das inhomogene Problem
L(y) = b(x)

wobei b(z) Stérfunktion heifit.
Wenn

b(z) = e™" - cos Bz - p(w) oder b(x) = e** - sin Bz - p(x)

p(x) =bma"™ + ...+ bix + by

ein Polynom ist, dann unterscheiden wir zwei Fille:
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1. Wenn A = a + i3 keine Nullstelle des charakteristischen Polynoms P(\)
ist, dann fithrt der Ansatz

y(x) = €*®(cos fr(Apa™ + ... + A1z + Ag)
+ Sinﬂl‘(Bmxm +...+Biz+ Bo))

zum Ziel.

2. Wenn P(a +i83) = 0 (,Resonanzfall“) mit Vielfachheit k, dann fithrt der
Ansatz

y(x) = 2 - e (cos Br(Apa™ + ... + Ajz + Ag)
+ sin fz(Bpz™ + ...+ Bixz + By))

zum Ziel.
In beiden Féllen werden die A;, B; nach Einsetzen in die Differentialgleichung
durch Koeflizientenvergleich bestimmt.
Beispiel
Wir betrachten die Differentialgleichung vierter Ordnung
Y — 4y 4 8y — 8y + 4y = 4a®
mit dem charakteristischen Polynom
M a3 802 -8 +4=(A—(144)2(\— (1 —1))?

In der allgemeine Stoérfunktion b(x) = e*® - cos Sz - p(z) ist « = 0 und 5 = 0
zu setzen. In obigem Satz betrachten wir nun den Fall 1 (da @ = 0,5 = 0 und
A = 0 keine Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist) und wihlen somit
den Ansatz

y(x) = Apx® + A1z + Ay
Durch Einsetzen in die Differentialgleichung erhalten wir
4Ag - 2% 4+ (—16A5 +4A,) - o + (1643 — 8A; +4Ay) = 4x?
also (mit Koeffizientenvergleich) A; =1, A; =4, Ap = 4. Somit ist
y(x) =2? +4r +4

eine Losung der Differentialgleichung.

Beispiel: Differentialgleichung fiir die Feder mit Reibung

Wir betrachten die Differentialgleichung fiir die Feder mit Reibung r und Fe-
derkonstante k:

L(z) =mz" +ra’ + kx (r,k >0)
Wir betrachten zwei Falle:
a) L(z) =0 (,freie Schwingung*)

b) L(z) = cos Bz (,erzwungene Schwingung®)
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Fall a) Wir bestimmen die Nullstellen des charakteristischen Polynoms
PN =mM+rA+k=0
mit

—r r2 k
Mao= L4y E
L27 om 4m? m

Wir betrachten hier folgende Fille:

1. ,periodischer Fall“:

Fiir r2

somit die allgemeine Losung

x(t) = e"?(c1 - coswt + ¢y - sinwt)

Wobeigzﬁundw:,/%—g?

< 4km erhalten wir zwei konjungiert komplexe Nullstellen und

Es handelt sich in diesem Fall also um die Uberlagerung von gediampften

Schwingungen.

Bemerkung: Wenn r = 0, dann ist

x(t) = ¢1 - coswyt + ¢g - sinwpt

wobei wy = 1/%. Somit handelt es sich bei nicht vorhandener Reibung

also um eine ungeddmpfte Schwingung.

2. ,aperiodischer Fall*:

Fiir r? > 4km erhalten wir zwei reelle, negative und voneinander verschie-

dene Nullstellen A1, A2 und die allgemeine Losung
z(t) = creM? 4 cpet?t
Diese klingt gegen 0 ab ohne zu schwingen.

3. ,aperiodischer Grenzfall“:

Fiir r2 = 4km erhalten wir eine negative reelle Nullstelle A = DT
Vielfachheit 2 und somit die Lésung

x(t) = c1eM + coteM = e>‘t(cl + cot)

Diese klingt gegen 0 ab ohne zu schwingen, hat aber unter Umstdnden

eine Nullstelle (z.B. fiir ¢y = 1,co = —1 bei t = 1).

Fall b) Wir betrachten die Differentialgleichung

mi + ri + kx = cos Bt

In obigem Satz ist also & = 0 und p(t) = 1 zu setzen. Wenn i3 eine Nullstelle

des charakteristischen Polynoms ist, d.h. im ,Resonanzfall“, ist 0 = o =
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alsor=0und g = \/%. Die Nullstelle hat also Vielfachheit 1. Wir verwenden
den Ansatz:

z(t) =t - (Acos [t + Bsin (t)

Durch Einsetzen in die Differentialgleichung erhalten wir mit Koeffizientenver-
gleich:

1. kAt +m(28B — B?At) =1
2. kBt +m(—28A - 3?Bt) =0

Hieraus ergibt sich

kt — 32mt
A—WB—O (aus2.)und
- (aus 1.)
~ 28m '

und somit die Losung

x(t) =

t
sin Gt
28m b
Fiir t — oo ,explodiert” x(t), man nennt dies ,, Resonanzkatastrophe.
Wenn der Resonanzfall nicht vorliegt verwenden wir den Ansatz

x(t) = Acosft + B -sint

Durch Einsetzen in die Differentialgleichung erhalten wir mit Koeffizientenver-
gleich:

1. Ak + Bpr — Ap?m =1
2. Bk — Apr — Bp*>m =0

Mit der Zwischenannahme (3? # % (d.h. die Diskriminante ist # 0) ergibt sich

e 1 B k — mB?
LN (R ERR )
B— Apr Or
k—=mp?  (k—mB?)? + (rpB)?
Sei
1
a:=

V(k—mp2)? + (rf)?

dann gilt (%)2 + (%)2 = 1. Sei g so, dass % = cos ¢ und % = sin ¢, d.h.
. L o B . Br
= arctan % = arctan — = arctan ———
7o 4 A k — m/p?
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Aufgrund des Additionstheorems cos(u + v) = cosu - cosv — sinwu - sinv gilt
cos(Bt — o) = cos Bt - (—pg) — sin Bt - sin(—yp)
= €08 g - cos Bt + sin gy - sin Gt
A B
= —cos Bt + —sin 3t
a a
Also erhalten wir
x(t) = A+ cos Bt + B - sin Bt = acos(St — o)

wobel

1 Br

a= und = arctan ——
o k—mp?

V(k —mp?)? + (rp)?

Wenn (entgegen der Zwischenannahme) 3 = £ erhalten wir A = 0 (aus 2.)
und B = % (aus 1.). Die obigen Formeln fiir A und B gelten also auch in diesem
Fall.

4.7 Systeme gewohnlicher Differentialgleichun-
gen

Wir betrachten Differentialgleichungen n-ter Ordnung der Form
1y = flayy, .y

Die Funktionen
21(x) = y(z), z(x) =9 (z), ..., 2.(x) =y V(2)

l16sen das System

2] = 29
(2)
zl = f(z1,...,2n)
Wenn z1, ..., 2, (2) l6sen, dann ist z; eine Losung von (1).

Bemerkung: Bei

< 21y 2n >(t) = (21(2), ..., 2a(t))
mm_/

handelt es sich um eine Bewegung im R".
Bemerkung Die Anfangsbedingungen fiir (1)

y(xo) = ao, ...,y (xo) = om1
konnen wir umschreiben zu

2k (20) = ag—1 (1<k<n)
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Beispiel
Wir betrachten eine Differentialgleichung der Form
Y+ a1y Y+ +ary +agy =0

Diese geht iiber in

21 z9

A

Zo = 23

A
Zp = —Q0% — Q122 — ... — Qp_1%n + b

Dies ldsst sich schreiben als

0
2 =Az+
0
b
wobei
0 1 0
0 0 1
A =
—ao —ar -+ —Qp-1

die als Frobeniusmatriz bezeichnet wird.

Es gilt
Pa()) =N 4 a, A N+ a)+a
——
char. Polynom von A char. Polynom der Dgl.

Zur Erinnerung: Pa(\) = det(A] — A)
Beweis Durch Induktion iiber n zeigen wir:

PaA) =" +a, A"+ adtao
Induktionsanfang (n = 1):

PA()_det()\I A) )\+6Ln 1—)\—|—a0
Induktionsschritt (n — n + 1):

A= (~any

0 1 0 0
0 1 0
A =
0 0 0 1
—ap —a1 —0n-1 —0n

104



Sei @ = a,—1 — A, dann gilt

A =1 0 0
0 A —1 0
A — A= 5
0 0 ... A 1
ag aq )\+Oé )\"‘Cln
——
=an-1

Pa(X) =det(A] — A) (Entwicklung nach letzten Spalte)
= (A +ayp) det(M — Apy1np1) —(=1) - det(M — Ay, ip1)

=P(X) fiir n mit I.H.
]

=A4an) AN+ +F A" a+ A" 2a, o+ ...+ Ay Fag

- IA”“ + N'ay + A" + AN g = AN 20, 0+ ... Hag

= )\n+1 + )\nan + )\n_lan—l + tte + )\al + a()

Lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten
Wir betrachten Differentialgleichungen der Form
(1) ¥y =A-9 (homogenes Problem)

Bemerkung: Die Losungen bilden einen Vektorraum.

4.7.1 Satz

Sei A eine n x n-Matrix, dann besitzt (1) ein Fundamentalsystem von n Losung-
en. Das heifit, der Vektorraum der Lésungen von (1) hat Dimension n.

Wenn Aq,...,\, Eigenwerte von A und vy, ...,v, zugehorige Eigenvektoren
sind, dann sind die Funktionen

yi(z) = Ny (1<i<n)
Losungen von (1).
Sind die Eigenvektoren vy, ..., v, linear unabhéngig, dann bilden y,...,y, ein
Fundamentalsystem fiir (1).
Wenn die Eigenwerte A1, ..., A, paarweise verschieden sind, so erhalten wir ein
Fundamentalsystem.

Wenn )\; € C geht man folgendermafien vor: N N
Sei A = a+1if3 ein komplexer Eigenwert der Matrix A und ¥ = @ +ib (d, b €
R™) ein zugehoriger Eigenvektor. Dann ist

T(z) = e T =ethr (T 1ib)
+ib)
) +ie*® - (sin Bz - @ + cos Bz - ?;)

e®® - (cos Bz + isinfz) - (@
e*” - (cos Bz - @ — sin Bz - b

und es sind sowohl Real- als auch Imaginérteil Losungen von (1).
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Der konjugiert komplexe Eigenwert A = a— i3 hat den Eigenvektor ¥ = E’—ﬁ;,

da
AT N T-—AT—A-T=A-T  (weil AcR™™
und somit ist die zugehorige Losung
y(z) = A . T = ela—iB)x (a — 27;)
= e . (cos(—Bz) + isin(—px)) (d — z?)

cos Bz —1 sin Bz

= e*” - (cos Bz - 3—811151”7;) +ie**(—sin Bx - @ — cos Bz - ?)

Die Realteile der Losungen fiir A bzw. A stimmen iiberein; der Imaginérteil der
Losung fiir X ist das Negative des Imaginirteils der Losung fiir A. Das heit, A
liefert keinen neuen Beitrag zum Fundamentalsystem.

Wenn alle Eigenwerte A1, ..., A\, von A paarweise verschieden sind, so ldsst sich
daraus ein Fundamentalsystem fiir (1) ablesen.

4.7.2 Satz
Wenn 1, ..., ¥y, cin Fundamentalsystem fiir A- % = 7’ ist, dann ist die Matrix
V()= (@) ] ... |yn(2))

fiir alle x im Definitionsbereich invertierbar.
Wir betrachten das inhomogene System

2 T =AT+0b

Ansatz
J(@) =Y (x) v(z)
wobei
vy ()
v(z) =
v ()

Also
Y(x)=vi(z) - y1(z) + ...+ vu(2) - yn(z)
Unter der Annahme, dass 3 die Differentialgleichung erfiillt betrachten wir nun:

Y'(@) - v(x) + Y (x) - v'(x) V(@) =A F(@)+ b)

mit Proguktrcgel

= A-Y(2)v(x)+bx) =Y'(z) v(z) + b(z)
=Y'(z)

Somit muss gelten:

Y(z) v'(z) = b(z)
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also
V'(z) =Y (2)"t b ()

Es gilt dann

Y
=A-Y(2) - vx)+Y(z) V()" F(x)
A-T+b(x)

Also ist Y (z) - v(z) eine Losung von (2).
Wegen v'(z) = Y (z)~1 - b () gilt

Tla) =7+ / Y1(2)- T (2) da

Durch geeigenete Wahl von ¢ kann man die Anfangsbedingungen erfiillen.
Beispiel
Wir betrachten die Differentialgleichung

y' =2y +y=0

Diese ist dquivalent zu dem System

2 = 29
2h = —z1 + 229
Das heif3t
= (0 ).
T \-1 2
A

Wir erhalten

PA(A)—det@ A__12) =AA=2)+1=X -2 +1=(\—1)

Also hat A den Eigenwert 1 mit Vielfachheit 2 und unser Satz ist somit nicht
anwendbar, um ein Fundamentalsystem zu erhalten.

Beispiel
Wir betrachten die Differentialgleichung
y' =3y +2y=0

Diese ist dquivalent zu dem System

,_ (0 1\
“\—2 3)°”%
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mit dem charakteristischen Polynom

Pa()\) = det @ A__13> =M= +2=-1)(A-2)

Wir erhalten also die Eigenwerte \y = 1 und A2 = 2 mit den zugehérigen

Eigenvektoren v, = ( 1 ) und vy = ( ; )

Somit erhalten wir die Losungen

= (1)

und damit die allgemeine Losung

(01, Cy € R)

N N N c16® + coe?®
Y(z) =c1-21(z) + c223(z) = ( ! ° )

c16% + 2cqe?®

Beispiel

Wir betrachten das folgende System von Differentialgleichungen
Y1 = 2y2
Yo = —y1+ 22

und erhalten

;{0 2\
—\-1 2/)°7

_ A2
P()\)—det(l )\_2)—/\ — 2042

Wir erhalten A = 144 und A = 1 —4 als Eigenwerte der Matrix. Zum Eigenwert

) . . . 2 2 (0
1 + ¢ bestimmen wir den Eigenvektor ( 143 ) = ( 1 ) +1 ( 1 )

Daraus erhalten wir das Fundamentalsystem

P(z) = e - <Cosr~ ( 2 ) sinx( ; ))
R(w) = e (sinx( . >+cosx< ’ ))

und die allgemeine Losung

_,(I) . 2c1 cosx + 2co sinx
y= (c1 4+ co)cosz+ (ca —cp)sinz
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4.7.3 Eliminationsverfahren

Gegeben seien zwei Differentialgleichungen der Form
1) &1 = axy + bxo
i) Zo = cxy + das

Um eine Losung fiir diese Gleichungen zu bestimmen gehen wir folgendermafien
vor:

a) Differentiation von i) ergibt
$§4) = cwcgz) + bxg)
b) Aus i) ergibt sich auflerdem
bro = 1 — axy
Also erhalten wir
a:g4) > axf) + bxgz) - aa:?) +b(cxy + dao) = axgz) + bexy + dbxo
b:) axf) + bexy + d(x?) —axy)
=(a+ d)as?) + (be — ad)z
Die so erhaltene Gleichung
3354) =(a+ d)xgz) + (be — ad)zy
ist eine gewohnliche Differentialgleichung 4. Ordnung fiir =1, die wir unter

Umstanden mit den bekannten Methoden 16sen konnen.

4.8 Randwertprobleme und Ausblick auf parti-
elle Differentialgleichungen

Bei einem Randproblem sind im Unterschied zu einem Anfangsproblem nicht alle
Werte zu einem Zeitpunkt gegeben, sondern es werden beispielsweise Vorgaben
zu Beginn und Ende des Betrachtungsintervalls postuliert. Die Allgemeine Form
der Randbedingung fiir eine Differentialgleichung n. Ordnung ist:

y(x:) = yi (1<i<n)

Beispiele
1. Wir betrachten die Differentialgleichung
y'+y=0
Die allgemeine Losung dieser Differentialgleichung ist

y(x) = cpcosz + casinz

Wir studieren folgende Randwertprobleme:
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a) y(0)=0, y(1) =1
Daraus bestimmen wir ¢; = 0 und ¢y =
b) y(0) =1, y(m) = -1
Daraus bestimmen wir ¢; = 1 und ¢y beliebig.
c) y(0) =1, y(m) =0
Hier kénnen wir zwar ¢; = 1 bestimmen, finden dann aber fiir ¢y
keine Losung. Also ist dieses Randproblem nicht 16sbar.

_1
sinl”

2. Eine an zwei Punkten aufgehingte Kette erfiillt die Differentialgleichung

V' =a/T+ WP a>0

wobei a von der Lange und den Materialeigenschaften der Kette abhéngt.
Dazu sind folgende Randbedinungen gegeben, die die Aufhingepunkte be-
schreiben:

y($1) =Y, y(l‘z) = Y2

X X;

Wir 16sen dieses Randwertproblem nach Substitution z = 3’ mit der Me-
thode ,, Trennung der Variablen®:

/L =arsinhz=a- (x4 ¢)
V1422 !
Also ist

z(z) = sinh(a - (x 4+ ¢1))

die allgemeine Losung der Differentialgleichung. Daraus erhalten wir

ylx) = /z(a:) dx = é -cosh(a - (x+c1)) + 2

c1 und c¢o lassen sich aus Randbedingungen im Allgemeinen nur numerisch
berechnen. Fiir y; = ys ist aber eine Berechnung wie folgt moglich:

1 1
o cosh(a-(x1+c1))+ca=y1 =y2 = p cosh(a - (z2 +c1)) + 2
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Dies lasst sich reduzieren auf
cosh(a(z1 4 ¢1)) = cosh(a(zs + ¢2))
Fiir x1 # x5 erhalten wir

a(zy +c¢1) = —a(ze +¢1)

Also

xr1+cC1 =—T9—C1
Daraus konnen wir ¢; = —% und ¢y = y1 — % cosh (a (L;”l)) bestim-
men.

. Wir betrachten die Wdrmeleitungsgleichung
ou  ,0%u
il
ot Ox?

wobel u(z,t) die Temperatur am Ort z zur Zeit ¢ ist.

Situation: FEin Stab der Lange L wird in der Mitte erhitzt und an bei-
den Enden auf die Temperatur 0 gekiihlt. Daraus ergeben sich folgende
Randbedingungen:

u(z,0) = F(z) (Temperatur fiir t =0,0 <z < L)

u(0,t) =0 =wu(L,t) (fiir t > 0)

gekihlt | | « gekihic

i

Wir interessieren uns nun dafiir, wie sich die Warme im Stab ausbreitet.

Ansatz: u(x,t) = p(x) - ()
Wir bestimmen

QL) — o) 00)

O _ () ()

dx?
Durch Einsetzen in die Differentialgleichung erhalten wir
p(z) - U'(t) = a?¢"(z) -9 (t)
Dieses lésst sich umformen in

¢x) 1 91

plx) — a® P(t)
Also sind beide Seiten gleich einem Wert A, d.h.
S0// — )\SD ,(/}/ _ )\a2w

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung ¢” = X - ¢ ist
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o fiir A > 0: p(z) = c1eV ™ + cpe= V2
o fiir A < 0: o(x) = ¢ cos(\/|A] - ) + casin(y/|A|z)
o fiir A =0: p(x) =c1 + oz

Die Randbedingungen lassen sich nichttrivial nur fiir A < 0 erfiillen. (In
den anderen beiden Fillen ist ¢; = ¢ = 0.)

Fiir A < 0 erhalten wir fiir ¢;

0=¢(0) =c1-cos0+cosin0 = ¢;
und fiir ¢y

0=¢(L) = co-sin(+/|A| - L)

sin(\/|A| - L) wird 0, falls y/|\| - L = nw, d.h. A\, = —”2@2 (da A negativ
sein muss). Als zugehérige Losungen erhalten wir

on(z) = a, - sin (n%r . x)

Fiir jedes A, erhalten wir eine Differentialgleichung fiir 1:

) —n2n2a2 i
Yn = 7z Un (aus An = a;@))
—

Apa?
Hierfiir erhalten wir die allgemeinen Lésungen
mna 2
¢n(t) = bn : e_(T) K
Also erhilt man fiir jedes n die Losung
mTna 2
un:cn-e_( i) t~sin<%-x)

wobei n € N, ¢, € R und ¢, = a,, + b,.

Linearkombinationen der u,, sind Losungen der Warmeleitungsgleichung.
Wir miissen nun noch die ¢,, bestimmen. Dazu machen wir den Ansatz

i Tna 2
u(z,t) = che*( )"t sin (% x)
n=1

Gesucht ist (¢,,), so dass die Randbedingung

F(z) = u(x,0) = icn - sin (% z)
n=1

erfiillt ist. Man kann diese Bedingung erfiillen, indem man die ungerade
Fortsetzung von F' zu einer 2L-periodischen Funktion in eine Fourierreihe
entwickelt.

Bemerkung: Tatséchlich war dies Fouriers Motivation, Fourierreihen
zu betrachten.
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